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No capítulo I estão expostos os conceitos fundamentais re- 

lativos m &t&e d i r e t ~  de Liiipwoir, bem wrm e e t b  a m ~ i d ~ s  ~ç p r i m i  
pais -taranas referentè~ ao mesma, 

No capítulo I1 é feita a correspondência "conjunto de matri - 
zes 2 x 2. reais simétricas - espaço euclidiano t r idhns ional"  que per- 

m i t i & ,  no capítulo 111. a definição do "cone das formas quadráticas de 

Liapunov associadas a um sistema linear", c m  o qual enunciaremos os teore - 
m a s  do capítulo I em uma linguagem geométrica. 

O capítulo I V  contém algumas aplicações desta linguagem 5 
expsiqão e solução de algumas questões particulares. 

O s  apêndices ao corpo do trabalho sãÒ dois: 

Apêndice I - em que estão reproduzidos e discutidos os pro - 
gramas do computador IBM 1130 usados para o estudo da "flexibilidade na es - 
colha de m a  forma quadrática de Liapunov." 

~ g n d i c e  I1 - em que é dmnstrado um teorema de gecxnetria, 

correspondente a um dos teoremas de Liapunov, 



G E N E R A L I D A D E S  

nas minúsculas 

Na que segue, os vetares ser50 representados por. letras Iat i  - 
sublinhadas, as matrizes quadradas por letras latinas m a i Ú s -  ' 

culas sublinhadas, os conjuntos de vetores ou de matrizes por letras l a t i  - 
nas maikculas manuscritas, os operadores por letras latinas maikculas ma- 

nuscritas sublinhadas e os subconjuntos do espaço euclidiano tridimensional 

por letras gregas maiúsculas. 

Nas equações da geometria analítica, procUraremOS~ sempre 

que possível, seguir a notação de Bell*. 

- 
1.2 - ESTABILIDADE DA SOLUÇAO WVIAL DE UM SISTEMA DE EQUA- - 

ÇOES DIFERENCIAIS DE Pi?iMEIF@i ORDEM A U T ~ O M O :  

, 

O sistema a ser estudado é do tipo: 

* t onde f (x) satisfaz as mndi~Ões de Cauchy-Lipschitz , gar+ - - 
tindo. a existência e a unicidade das soluçÕes de (1.1). 

A cada 5 corresponde um ponto no espaço euclidiano nqimen- 

sional E (espaço de estado) e a cada solução ~ ( t ;  a, to) do sistenu (1.1) n 



corresponde uma curva parametrizada. cujos pontos têm coordenadas 

chamada t ra je tór ia  de (1.1) . 

' Quando as coordenadas xk (t , 3 , to) foren definidas apenas pa - 
r a  t 5 to a curva correspondente será chamada semi-trajetória. 

n Quando xk= cte.,  k=l, 2 ... n, para qualquer t, a curva f ica 

reduzida a um ponto e recebe o nome de singularidade ou ponto de equilibrio. 

A solução t r i v i a l  de (1,l) é di ta  estável no sentido de Liapu - 
nov se para todo to e tcxio E > O exis t i r  um &(to,€ ) t a l  que: - 

Se, além disto 

o solução eOdita assintÒticamente estável e Sl 6 chamado d&io de atraçgo 

A solução - x = - O , de (1.1) , é d i t a  completaente ins&vel se 

ex is t i r  um E>O c m  a seguinte propriedade: após um intervalo de t a p o  f i -  

ni to,  toda t ra je tór ia  - x ( t ; a ,  t ) atinge a hiperesfera IIxlI = c para 
O' - * o< l  1 ~ 1  1. E (s (e l ;  a, to) = E para iiqlm tlzto ) 

i. 3 - FUNÇÕES DEFINIDAS: 
I .  

Dir-s que uma função V(x)  - cC1 6 definida positiva(n&tiva ) 

quando : 

* C21 , ps. 9 



De uma fonna análoga, quando 

ii) V(x) = O x = O - 
d 

diz-s &e V(x) - é semi-definida positiva (negativa) 

1.4 - MÉMDO DIRETO DE LIPSUNW 

Dado o sistema (1.1) , se existir  uma função V(x) - definida 

positiva (negativa) t a l  que 

i) - = grad V, f (x) > seja definida negativa (positiva) - 
d t  

então a solqão t r iv ia l  de (1.1) é assintÕticamnte estável e seu dcanhio de 

atração 6 todo o espaço E.' 
n 

Dado o sistema linear 

* c11 pg. 261, .2 pg 15 



se (1.2) for assintòticmnte estável, então a cada forma cpadr&ica 

definida positiva (negativa) corresponde outra forma quadrática <s, 5 E 

def in ia  positiva (negativa) t a l  que 

;+ f 
1.4-3) Teorema (Liapunov) 

Dado o sistema (1.1) , se existir  una funqão ~ ( x )  - definida 

positiva (negativa) tal gue 

então - x = - O ' é completamente instável. 

* * 
1.4-4) Teorema (Liapunov) 

Dado o sistema (1.2) , se o mesmo fôr ' canpletarrient~. ~ n s & l  . . 

(OU, O que é equivalente, se os autovet~res de A t i v e r a  parte real positi 

va) , a cada forma quadrática < - x, G --  x > definida positiva (negativa) co&s - 
ponde uma outra f o m  quadrática < x, K -- x v definida &ativa (ps i t iva)  , 

*[l]pc~. 262, 2 pg. 19 

** 11J 



O C O N E  D A S  M A T R I Z E S  D E F I N I D A S  

* 
s2 o conjunto das matrizes 2 'x 2 simêtricas 

s2+(sp-) O conjunto das matrizes 2 x 2 simétricas definidas 
1 

positivas (negativas) 

v 3  . o conjunto das matrizes 3 x 1 (matrizes coluna) 

D2 o conjunto das matrizes 2 x 2 diagonais 

Com efei to,  a aplicação bijetora .r que associa a cada 

O vetor 5 define, no espaip E 3  , um ponto de coordenadas 

Por conseguinte, a cada matriz'G - pode se r  associado um ponto 
I 

* AS matrizes são definidas no Corpo real. 



gl 1 , 922 r 912 e a cada matriz K,  definida por (1.3) pode ser associado ou - - 

2.3) DEFINIÇÃO DO CONE DAS MATFZZES DEFINIDAS : 

2.3-1) Teorema 

+ 
O conjunto S2 define no E3 , via .r, o interior de COM das 

-+ folhas de rni cone sólido E , a qual simbo&izaremos por = . Desta forma, 
-i- &matrizes l; > O  determinam o interior :+, de = . ~nâlcgamente, o con 

0- 
- 

junto das matrizes G O determina o interior da outra folha. - 
Com efeito, para que G seja sd-definida positiva, é ne- - 

cessário e suficiente que 

x g o  ( 2 3 0 )  

Para que G seja definida positiva, é necessário e sufiicien - 
k g u e  



Quando - G não for estritamente definida, pelo menos uma das 

relações (2.3a) , (2.3b) .ou (2.4) deverá apresentar um sinal de igualdade. 

A relação (2.4) define uma quádrica 2 r , bem cuxrw, seus 

pnims interiores, e as ~.elaq&s (2.5a) e (2.5b) defhm m pdrante no 

E3 

* 
Pcdms classificar a quádrica r observando que 

** 
ou seja, p a r é cone e 

A s  retas principais de a E são definidas pelos autovetores 

da matriz 

. As equaçÓes das retas são, portanto 



- 
3.1) IIESTRIÇÕES E COLOCA(;AO DO PROBLEMA: 

Noasa estuda fia& rea&íf.t:o &os s i s t m s  & B- e m  

associados 5 equação diferencial escalar 

ou seja, a sistemas do tipo 

. ' c = x ]  

Pelas seguintes razões: 

a) ~ h t e  os sistemas de segunda ordem estão associados, via - -r , ao espa- 

ço euclidiano tridimensional (um sisterm de teroeira ordem estaria asso 

cfado ao E6 ) . 
b) Para as finalidades a que se p m ~  o presente estudo, a restrição adi- 

cional (3.2) não é crítica, levando, al& disto, a expressões mais £5 - 

+ 
Vimos no capítulo 11 que a imagem do conjunto s2US; r via 

o - -+ 
a transformação - -r,  é o interior r de um cone 5 = Z U = Por outro * 
lado, saherros que a relação (1.3) , dentro de certas condições , associa 

a cada matriz G - definida positiva (negativa) uma e urna Única matriz K o  - 
. . 



< será definida positiva (negativa) se  os autovalores de A tiverem parte real - - 
negativa e será definida negativa (positiva) se os autovalores de A tiverem 

parte real  positiva. 

Note-se que o espaço E2, em que v m s  representar os siste- 

Feitas as  restrições, a transfomção (1.3) assume a forma 



Examinms as condições nas quais un autovetor de l& , inte- 
. -+ - cior a = , é mapado e m  outro vetor interior a . 

Para que isto amnteça 6 necessário que, além de o autovetor 

,&ar contido em E+, O autovalor associado ao mesmo seja positivo. (Se o 

~ U ~ O W L ~ O ~  associado for negativo, o autovetor será mapeado na outra folha) . 

i) Estudo dos sinais dos autovalores reais de Mq . ( u2 L 4 8 1 
4 

a) Se a > O B > O (sistema assintòticamnte estável) 

b) Se a .c2 O 8 > O ( sistema completamente ins&el) 



ii) Estudo da localização dos autovetores de I& - 
O s  autovetores - xl , XJ , z3 de M+ , associados respectivawite h l h 2 A 3  

são 

Em relação ao cone 8- : 

a) - xl E se a2<48 ( A 2  A J  camplexos conjugados) 

b) Sempre que a2348 ( A 2  A3 reais) 

x;! X ~ E ~ E  

pois 

C) Quando a2= 48 os vetores xl - x2 - - xs são confundidos e 

pertencem 5 fronteira de r e 

O conjunto de ?trizes K = &(g), onde A - 6 fixa e G - varia em 

S: L7 S; , define o interior  T de m ' c o n e  8  T . 
Com efei to ,  de (2,7) e (3.6) resulta 

$2(x, y, Z )  E $1(2f3~, 2ay 22, & + az - X) 
i - (X2 + 82y2 +(a2 + 4 8 ) ~  - 2Bxy - 2a&z - 2ax~)=  O (3.2-1) 



como 

2 2 2 2  
- $ 2 ( x , y , z ) ~  ( x -  B y -  az) + ~ B ( Z _ ~ Y )  - a  B y 

* 
a T  é um cone . 
Apesar de náo conhe~ms  as expresshs dgebricas dos eixos 

do m e  3 T , podemos estabelecer as seguintes proposiç6es: 

O cone a T , definido ,por (3.2-1) , é tangente ao plano z=0, 

quaisquer que sejam a ,  B finitos e não nulos. 

Com efeito, fazendo z' = O ,  em ('3.2-1) , obterms a equaqão 

da geratriz na qual a T  é tangente a z = 0. 

Q-~O B > O esta geratriz é interior a E , e B<0 t 

não * 

Quando a23  4B ( h 2 ,  h reais) os cones 8.T e a E  são tangen - 
tes. e as geratrizes comuns são os autovetores de . - 

Quando a2<4B , os ames .aT e a: não t ê m  geratriz cqn~pn. 1 

A derrunstraqão está no apêndice 11. 



guando 6 z O ,  o interior  de 5 e o interior  de T não 

tem nenhum.pnto comum. 

-+ -+ a) a > O  e neste caso, a folha = e mpeada num subconjunto de = 
.- 

b) c Y < O  
-+ - e neste caso, a folha = e mapeada nun subaonjunto de E 

P 
e) c i = O  Ê s t e  caso será examinado no cap. I V  



C A P f T U L O  I V  

A P L P C A Ç Õ E S  

t e m  uma e,, m Única solução, se a sana de dois autovalores disti$os ou não 

de A - for diferente de zero. 

Q u a l  o significado g&trico desta condição ? OU melhor, 

qual o signif icaão do náo cmprimento desta condiçáo ? 

. No caso e m  estudo, os autovalores de A - são: 

Veros que Ai + A = O  i, j = 1, 2 
j 

s&mnte quando a = O ou $ = 0. . 

Mostrarems que, neste caso, o cone a T degenera. 

Com efeito 

a) Quando a = O a equa~ão ( 32-1) as'sume a fonna 

2 2 
(x - By) -i- 4Bz = O 

Se f3 > O ((3:. 2-2) representa a reta 

x = By z = o  



Se c O (3.2-2 representa os dois planos ) 

b) Quando f3 = O a equação (3.2-1) a s s m  a fonna 

X - a z = o  

O cone t& degenera se 

a) a = -  
2 

Com efeito, dividindo ambos os membros de (3.2-1) por a e 

fazendo a + -  , temos 

Dividindo (3.2-1) por e2 e fazendo f3 + - t e m s  

C 

Vemos, portanto que nos casos acima o interior do mne e 

mapeado no conjunto vazio. 

4.2) ESTUIX> DAS FUNÇ~ES DE LIAPUNOV DO TIPO "FORMA QUADRÁTI- 

CAIq FSSOCIADAS A UM SISTEMA REGULADOR LINEAR: 

O sistema a ser estudada 6 o apresentado na figura 4 .1  



onde 

onde 

X = - 

O s  parâmetros o! e B + k definem uma família de mnes 

ar (a, B + k) 

Se fixanws o! = ao , tereiros ma família de cones a ~ ( a ~ , B  . .. +-k) 

~ n ã l ~ a r r e n t e ,  s e  fixarmos B + lc = Bo+ k teremos uma família 
O 

de cones a T ( u ,  8, + k, ) .  

Sabemos, através dos teoremas de Liapunov, que uma condição su - 
ficiente para que C seja ass in tò t icmnte  estável é que exista una função 

de Liapunov represent&el por uma forma quadrática < x, K x  - >>O, associada a C. 

Surgem então as seguintes cpestões: 

a) üma vez fixados o! e 8 , dentro de que limites pode variar k, de maneira 

a pennaneaer sempre associado ã msína f o m  quadrática de Liapmov ? 



b) Uma vez fixados B e S, dentro de que limites pode variar a , de maneira , 

a C permanecer sempre associado 5 mesma fonna quadrática de Liapunov ? 

Qual a interpretação gecmétrica destas limitaç&s ? 

Cada par de valores a e B+lc define m conjunto de funções de 

Liapunov c 2, Kx - > associadas a C , cada qual, por sua vez determinando 

mcone aT(a, B + k )  no Eg . 
Se fixarmos a e f3 e variamos k ,  2 variação de k correspon - 

der; uma deformação contfnua de aT(a ,' B f k) . 
Mais especificamente , fazendo k = ko , existe um k (k2) t a l  

Neste caso, para um k ' t a l  que k < k ' < ko ( k ' t a l  que 

k 4 k f 2  k2 ) O sistema E , para k t l  g k 6 ko(ko < k q k t 2  ) está asso- ' 
O 

ciado a wia função de Liapunov, e esta função é determinada por m ponto q d -  

quer da interseção dos interiores de a T (a ,  B + k 1 ) e a T (a B + kp) 

( aTh, B + ko 1 e aT(ct ,  B + k 1 2  1 )  

N a  figura 4 . 3  t m s  uma .idéia qualitativa do que acontece. 

4.2-2) solução da questão b) 

Para um dado valor de ( B+ k) todos os cones a T  (a ,  í3 ti k) são 

tangentes entre si na reta x = ( B + k )  z = O (excetuando-se , naturahente 

os casos de dtqenerescência) , conform ilustrado na fig. 4.4. 

i 
Quaisquer que sejam a1 e a i  , valores finitos e não nuios de 

a,  existe um ponto amum aos interiores de todos os cones a T (  a ,  B -I- k\ 

(a i a < a2) e portanto, p r a  os mems valores de a uma função de Liapunov, 



dada pelo ponto, associada a C . 
Na figura 4.4 representamos is to qualitatimmnte. 

Para fonnar uma idéia quantitativa precisa, mostramos as figu - 
ras 4.5 a 4.9 os cones .aT e seccionados pelo plano ri = 1 e projeta - 
d ~ s  ss&re o p l m ~  = Q pãra m1.0xai~ de a e B + k.  

f 

Introduzimos, com a finalidade de obter um mlhor projeção 

das seções dos cones, uma rotação do sistem de cmrdenadas, dada por: 



Fig. 4 .3  

Fig. 4.4 





Fig. 4.6 





Fig. 4.8 



Fig. 4.9 



4 .3)  ESTUDO DAS FUN@ES CE LIAPUNOV DO TIPO "~~ QuAD~TI- 

CA MAIS INTEGRAL" ASSOCIADAS A UM SISTEMA REGULADOR NÃO LINEAR. 

Examinarerros um caso particular do sistema (!), estudado em 

Aizerman e Gantrracher*. 

cuja derivada 6 

assegura a estabilidade absoluta de (!). 

Considerando que: 

a) Em o = O o segundo t&mo de V1 se anula 

2 
b) A forma tpdrá t ica  ( r  - u, x - >) não é definida positiva (é apenas semi-de- 

. . 
finida positiva) . 

Surge - a seguinte pergunta: 

Quais as kestrições que deve sofrer o vetor - u para que a fun-' 

ção V1 seja definida ? Qual a interpretação desta restrição,? 

NOSSO sistema está representado na figura 4.2 

*[a pg, 153, teorema I1 Fig. 4.2 

** O vetor - u é definido pelos aa no decorrer da demonstração do teorema, 



onde 

L 

Neste caso, a função V1 e 

o 
O c o n j u n t ~ ~ d a s  matrizes M - define a fronteira de i . Cano - T é sempre h- 

.a t e r io r  a ' t , o Único caso em que 

poderá ser sd-def in ida ,  será quando 

for um autovetor de 

Neste caso V1 se anulará na interseção das retas 



< u , x > = O  - e o = o o ' ( (oo) = O 

E! V1 não será uma função de Liapunov. 

A coincidência ocorre quando 

Com, por outro lado - ui e I& são ortogonais aos autoveto- 

res de A , podemos afirmar: 

A função V1 não será uma função de Liapunov quando for ortogo - 
na1 a un dos autovetores de A. - 



C O N C L U S Ã O  

juntamente com o corol&Ao 3 .2 .4 ,  são o equivalente aos tebrms 1.4.2 e i 

AS aplicações do método geo&trico, ficaram, de c#,$o r $  d o  li' - 
mitadas aos exemplos que oonseguims encontxar de aplicações da #f&ria trans - 

3 ' 

f o m ç ~ o  de Liapunov, que foram poucos. Entretiirda, o &todo g&í&rico pnni 

*,uma desenvoltura razoável quando se esta trabalhando com as fomlaçÕes do, 

&todo direto. 

Continua aberta a questão de exis t i r  algum significado fxsico 

para as funções de Liapunov, e o fato de um sistema permitir uma flexibilida - 

de maior na escolha das formas quadráticas associadas, ,h&&n, aparentemente 

não leva a nenhuma mnclusão quanto ao desempenho do sistema. No entanto, jul - 
garms interessante incluir os resultados obtidos num apêndice. 
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A P Ê N D I C E  I 

KMA l?IGül?A DE MI?RI?D PARA OS SISTEMES (1.3) - O CONE DE ÂrJGUIQ S~LILIIX) MfkIYO. 

Fazendo una mudança de coordenadas (cartesianas para cilhdri - 
tas) a equação de aT assume a forma 

1 

sen29 cos29 + f12sen28 sen29 +(a2+ 46)~0s~f3 -26 sen29 sen$ tos$ - 

Esta expressão resultaria ainda mais simples se (2,2-1) esti 

vesse na forma .canÔnica. 

caso em que (1-1) assirmiria a forma 

A 1  sen29 ms2f3 + h2sen29 sen2f3 -h3cos29 = O 

donde a expressão para o ângulo sólido &irrio 

Os valores de a e B para os quais R 6 &imo, que foram 

encontrados ccsn o auxílio do computador IBM 1130 (ver páginas seguintes) , 
'determinam m siste~na (3.2) para o qual .a escolha de uma função de ~ i a p w v  

do tipo fonna quadrática 6 "mis flexível". 



/ /  J O R  
I /  FOR 
* L I S T  5 3 U R C E  PROGRAM . 
*ONE WORD I N T E G E R S  

F U N C T I O N  F I N T A  ( X )  
COddh'ON A L A M 1  , A L A M 2  , A L A M 3  
C = ( A L A b i l * ( C O S ( X ) ) * * Z + A L A M 2 * ( S I N ( X ) ) * * 2 )  
D=SLRT ( C  
R=SQRT I C - A L A R 3  ) 
F I N T 4 = D / f  
RETURh 

' E N D  

F E A T l J R F S  S U P P O R T E D  

COR: REQUIREMENTS FOR FINTA 
COiV1MON 6' V A R I A R L E S  10  PRQGRAM 54 

END O F  COM%I I .AT ION 



/ /  JOP 
/ /  F C R  
* L I S T  SCJRCE P R O G R A Y  
*ONE WOPD I N T F G E R S  

F U N C T I O N  O M E G A ( A L F A 9 B E T A )  
E X T F R N A L  F I N T A  
D I j d E N S I O N  A ( 6 I  9 R í 3 9 3 )  
COh.dMON A L A Y 1  , A L A M 2  , A L A M 3  

- A ( l ) = l .  
A ( 2 ) = - n E T A  
k ( 3 ) = R F T A * * 2  
A  ( 4 = - A L F A  
A ( 5 ) = - A L F A * R E T A  
P ( h 1 = t , L F A * + t 2 + 4  * * R E T A  

' C A L L  €ICEI \ !  ( A l R 9 3 9 0 )  
CALL ELUB(.bLA?41 ( A í  1 i 1 
Z A L L  E L U D ( A L A M Z 9 A ( 3 )  1 
CALL E L U D ( A L A M 3 9 A ( 6 ) )  
P I = 3 c 1 4 1 5 9 2 6 5 3  
C A L L  S h A P S N ( F I N f A , 0 e 9 P I  ~ O L ~ E - O ~ ~ ~ O ~ S I ~ ~ S ~ N ~ I E R )  
A N C L E ~ 2 e * ( P I n S  
O Y E G ~ = A N T L E  
R E T b R b i  
E N D  

F E A T U R E S  S U P P O R T E D  
ONE WCkD I N T E G E R S  

C O R E  R E Q U I R E M E N T S  FOR OYEGA 
CO',AMON 6 " A R I A B L E S  50 PROGRAM. 1 5 2  

ENB OF C O M P I L A T I O N  



/ /  J O R  
/ /  FOR 
* L I 7 T  S O U R C E  P R D 5 R A M  
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A P Ê N D I C E  I1 

Çabems que, quando a2 3 4 8  ( ~ 2  e ,I3 rea i s ) ,  os cones 8~ e 

a T  t ê m  duas geratrizes ccnnuns. Para provar que os cones são tanggntes, prg 

varemos que o plano tangente ao cone ar numa das geratrizes comuns coinci - 
de h s plana tangente a a T  , outro cone na mesma geratriz, 

Com efei to,  a equação do plano tangente a 3: na re ta  

onãe 

ou seja 

~nãlogamente, o plano tangerite a a T  na mesma re ta  é 

* 171, pg. 545 



A proporcionalidade entre os coeficientes de (11.1-1) e de 

(11-1.2) mostra-nos que amhoa os planos coinci&m. 

No caso de outra geratriz comum a a T  e a ar , a demons- 

tra~io G m i b q a .  

O cone 8 tem uma geratriz que coincide com o eixo Ox , 
e outra que coincide ccan o eixo Oy, Por sua vez o cone aT , para a e í3 

f h i t o s  e não nulos, 6 tangente ao plano z = O na re ta  x = By. Isto ex- 

c lu i  a pss ibi l idade de uma geratriz comisn a ar e a a T  no plano z = 0. 

Seccionando os cones ar e a T  por um plano paralelo a 

z = O ( z  = 1 por exemplo), obtemos as equações de duas cÔnicas. O s  cones te - 
rão uma geratriz comum se  e sòn-ente s e  aç' Gnicas tiverem a l g a  ponto em 

amum. Além disto, s e  as cÔnicas forem tangentes, os cones também o serão. 

A equação da seção de ar pelo plano z = 1 é 

e a seção de ar pelo mestra plano é 

x2 + f32y2 -2pxy - 2ax - 2 a ~ y  + (a2 + 46)  = O (11.2-2) 

Eliminando entre (11-2.1) e (11-2.2) temos 

que, por m i o  da transformação(de Tschirnhausen) 



se reduz a 

As raizes de (11.2-3) são portanto 

Quando a2 >, 48 os cones são tangentes (cano já havfa - i 

mos visto e m  3,2.3, i) . 
Quando a2 < 48  os cones não têm geratriz comum. 




