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RESUMO

Probl emas de otimizagao em econom a, quando caracteri zados cono pra
bl emas de controle Gtino referidos a sistemas, apresentama particu
laridade de as deci sbes ou control es estaremrestringi dos pel 0o esta
do do sistema. A contribuicdo deste trabalho € o desenvol vi nent o

de um novo principio do maximo discreto para essa classe de probl e-
mas. E introduzido o conceito de Configuracdo de Producédo, conmo um
nodel o para si stenas econdm cos de producdo. Este nodelo & uma ge-
neral i zacdo de outros nodel os, tais cono Conjuntos de Tecnologia e
sdo apresent ados resul tados, que denonstramserem Configuracoes de
Producdo nodel os naturais para o estudo da rel agcdo entre as descri -
cdes por sistermas de controle e por conjuntos de tecnol ogi a. Sao
anal i sadas tanbém condi cbes em que se pode garantir a exi sténcia de
precos de equilibrio na determi nacdo de processos econdémicos Qi nos
e a utilizacdo do principio do méxi no na determ nacdo de sol ugcdes a

timas.



ABSTRACT

Optimization problems in economy, when described as optimal control
problems related to systems, have the characteristic that the control
constraint set depends on the system state. The contribution of this
work is the development of a new discrete maximum principle for this
class of problems. The notion of a Production Configuration is
introduced as a model for production economic systems. This model

is a generalization of other models such as Technology Sets and
results are given to demonstrate that Production Configurations are
natural models for the study of the relation between control systems
and technology set descriptions. Also, conditions for existence of
equilibrium prices and utilization of the maximum principle in

determining optimal solutions are analysed.
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INTRODUCAO

Neste trabalho & apresentada uma abordagem de siste-

mas para problemas de otimizagcao an economia.

Na Economia Matematica, un grande numero de proble -
mas, ndo muito raramente ja vém caracterizados como problemas de o-
timizacao de desempenho de sistemas, por exemplo, quando relativos

a modelos neo-classicos de crescimento econdmico.

Outras vezes, ndo partindo da definicdo de ura funcéo
de producdo, aqueles problemas tém sua formulacdo vinculada a rela-
¢des de producdo, como € 0 caso @n que se referem a conjuntos de tec

nologia, conceito introduzido por Gale em 1956[14] .

Gm o intuito de se dar un tratamento unificado a es
ses problemas, e introduzido no primeiro capitulo o conceito de
configuracao de producdo, conceito esse equivalente ao de un certo
tipo de sistema. Assim, dada uma funcéo utilidade, a busca de un
processo Otimo para uma configuracdo de producdo se torna equivalen
te a determinacido da solucdo de um problema de controle Otimo rela-

tivo a un sistema.

Os sistemas equivalentes a configuracdes de producéo,
tém como caracteristica o fato de as decisdes (ou controles) esta -
rem restringidas pelo estado do sistema. Para uma classe de proble
mes de controle otimo referidos a sistemas desse tipo, & apresenta-
do no segundo capitulo um principio do méaximo, que da condicdes ne-

cessarias para a existéncia de solucgdes.



No terceiro capitulo sdo estudadas condi¢cdes em que
fica garantida a existéncia de precos de equilibrio para configura

goes de producdo e funcbes critério a elas associadas.

Finalmente, a utilizag&o do principio do mé&imo na
determinacdo de un processo Otimo para uma configuracdo de producio
e un critério dados, € vista no quarto capitulo, onde un problema
formulado a partir de un modelo neo-classico de crescimento economi

co e resolvido en detalhe.



CAPITULO |

CONFIGURACOES DE PRODUCAO E SISTEMAS; PROBLEMAS

DE OTIMIZACAO.  DEFINICOES E EXEMPLOS



DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Denominaremos configuracaoc de producédo P de horizon

tek , ké&E aqualquer sequéncia (P;) i-¢ . . k-1de conjuntos:

P, C E'xE"xE" , 120,...,k -1

A uma sequéncia ((x;,u;)) i=0,...,k » tail que:

(xi,ui,xi+1)e Pi i=0,0.., k-1

chamaremos un processo viavel de P comecando en 6. Abreviadamen

te: un processo viavel de P.

Na circunstancia de PO = Pl = ... = nos permi

P J
k-1
tiremos a un abuso de linguagem, identificando P ocom Pi’ i=0,...,

k_l [

Quando nos referirmos a un sistema, estaremos falan-

do de un sistema de equacgdes:

Xi+l - Xi = fi(Xi,ui) i=0,-o-, k-—-l

onde

n m
(x;,u;) € X3 CE x FO oy g . «sk-1 , X; arbitrario

X =86 , o fixo mas arbitrario e

n

£, - E" x E™ - E 120,404 k=1



ou equi val ent enent e:

Xi+l = V\i(xi,ui) i=0,...,k_l
onde
(xi,ui) € X i=0,... k=1
Xo = 0
Wi(X- ’ui) = X + fi(Xi 5u ) 1:0,, LY k_l

(1) TEOREMA

configuracédo de producao e sistema sdo conceitos e -
qui val entes, no sentido de que dada una configuracao de produgao p,
e possivel definir umsistema tal que a todo processo vi avel de P
corresponda uma sol ucao do sistema, e a toda sol ugcdo do sistema, coL
wesponda UM processo vi avel de P, e inversanente, dado um si stena
é possivel definir uma configuracdo de producdo, tal que a toda so-
| ucdo do si stema corresponda um processo viavel de P e a todo pra

cesso viavel de P corresponda uma sol ugcdo do si stena.

Prova :

Dado um si st enn, defi ni nos:

Pi = {(x,v,y) : (x,v) ¢ Xi , y=wi(x,v)}
Dada unma confi guracdo de producédo, defininos:
u; = (v,y) Y (x,v,y) ¢ Pi e



X, = {(x,u = (v,y)) : (x,v,y) ¢ P:} , entdo

e o0 resto das afirmacOes sdo verificadas trivialmente . n

observacdo : Evidentemente, no teorema (1) € proposta uma realiza-

cdo trivial e pouco informativa de uma configuracdo de producdo. Is
so se da pela generalidade desta. Na medida en que se tem maior in
formagao sobre ura configuracdo de producdo, poderse definir um sis
tema mais elaborado. Tendo ean vista o teorema acima, trataremos no
gue se segue sempre de configuracdes de producédo dadas explicitamen

te como ura sequencia de graficos de restricdes de funcdes:

U
i

A
Gr w.(.,.) / X; = {(Xi’ui’yi) Po0xg,uy) € X e

y; = £i(x;,u:)}

Abreviadamente:

P, = Gr w,; (.,.)

(2) TEOREMA

Se 0 conjunto X & convexo e (0,0) ¢ Xi , entao:
(:':)

P, & convexo pA=pw,; (.,.) & afim

Prova :

(%) - Vide apendice , (1).



(4=

Suponhamos que w.(.,.) sejaafim. Sejam (x',u',y"),
(xz,uz,yZ)E-Gr wi(.,.) e 0 <2<,

Entao, y' = w;(x',u') e y2 = wi(xz,uz) e deve

Mas, por definicdo de funcéo afim:

we x'+(1-0)x7, Au'+(1-0u?) = W, Ox ')+, ((1-0x2, (1-0)u?) -

= w3 €0,0) = dwg (x',u)+(1-0)wy (0,004 (11w, (x%,u?) +

+(1=142w; (0,0)-w; (0,00 = dwy (x',u" )+ (L=, (x2,u2)

(=>)

Suponhamos agora que G wi(. ,-) sSeja convexo. Isto

significa que:

(x',u'), (xz,uz) € Xi e 0 <ax<1

Mg (T u D)+ (L=wg (x,u%) 5wy x'+(1-0x%, Aut+(1-1)u’)
isto &,
Ox'+(1-0)x2, Au'+(1-1)u?, Aw. (x',u 2,2
, > AW (x'L,ut )+ (1-Dw, (x7,u%)) €

€ @er ws oy

Seja 0<8 <1 e (x'",u') € X; . Entao ,



(3) wi(ex',eu') = wi(ex'+(l~e)0, ou'+(1-6>)0) =
= ewi(x',u')+(l-e)wi(0,0)
Tambem, se 6 < 0 , o(x',u') ¢ X4 ,
sej a
-2
A o= 2o (logo, 1-x = L =9 , 0 <A< 1), entdo:
6-1 : 1-¢ > I-h ° » VAL :

wi(0,0) = wi(xx'+(l-x)6x', Aut+(1l-2)eu') = Awi(x',u') +
+ (l-A)wi(ex',eu’) s e

_ 1
FA Wi (xhul) r T 0,0) ©

(4) wi(ex',eu')

H

ewi(x‘,u') + (1—6)wi(0,0)

Ainda, se o > 1, (x',u')¢ X; G(X'ﬂﬂ)E?Xi , S€j a

» =2 (logo, O <A <1). Entio:

1]

wi(x',u') = wi(k(ex')+(l—k)0, Aleut)+(1-1)0) Awi(ex',eu‘)+

+(1=2)w; (0,0) = % W, (ox',0u')+( ﬁ%l W, (0,00 e

(5) wi(ex',eu') = ewi(x',u')+(1—e)wi(0,0)

Fi nal ment e, dados (x',u'),(xz,uz)é Xs tais que

(x',u')+(x2,u2)éxi , Seja i = % . Entéo:



1 1 .2 1 1l 2 1 1 2 .2
wi( 7x'+ 7 X, 5 u'+ 7 U ) = 5 wi(x',u') +t 5 wi(x ,u'), ou
wi(x',u')+wi(x2,u2) = 2w, ( % (x'txz), % (u'+u2))

Mas, por (3):
1 2 1 2 1 2 2 1
Wi( 5 (x'+x%), 5 (ut+u”)) = 5 wi(x‘+x su'tu”) + = wi(o,o)
logo,
w.(x',u')+w (x2 u2) = w. (x'+x2 u‘+u2)+w (0,0)
i ? i ’ =Wy s i Yo s Ou
(6) w (x'+x2 u'+ﬁ2) = w, (x',u" ) bw, (x2 u2)-w (0,0)
i > i > i > it

Assim, (3) a (6) implicam por definicdo, que w(.,.)

seja afim. U

Dada uma colecdo de funcdes

estamos an condi¢des de comparar processos viaveis de uma configura

gao de producdo P , comecando en 8 , e diremos que un determinado

processo ((%.,u;)) ._ X vidvel para P comegando em o &
1=04¢0.,
otimo, se:
k-1 L k-1
iZzlpi(xisui) N iz:Ipi(xi’ui) para todo processo

((x;,u;))i=0,...,x viavel para P comegando em 8.
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Assim, dada uma configuracdo de producdo e uma fun -
c3o critério, a procura de un processo 6timo pode ser transformado
an unm problema de controle otimo referido a un sistema equivalente

a configuracdo de produgao dada.

OBSERVACOES E EXBMA.CS

Uma configuracdo de producdo associada a uma funcéao
critério como acima definidas, apresentam uma generalidade que pet
mite tratar de un grande numero de problemas de otimizagao estuda-

dos pela Ecanomia Matematica.

Algumas vezes, estes ja v@m caracterizados como pro-
blemas de otimizacao da performance de sistemas. Nesse caso, a con
figuracdo de producado pode ser imediatamente definida. Em outras a
casioes, aqueles problemas tem sua formulagdo vinculada a relagdes
de producdo. A seguir apresentaremos configuragcfes de producdo as-

sociadas a esse tipo de representagéo[lS] .

1) Seja ScE" un conjunto de estados possiveis de uma

economia.
Um subconjunto Tc SxS , cujos elementos representem
transigbes possiveis do estado da economia é denominado un conjunto

tecnologia.

Para conjuntos tecnologia, podemos definir a configu

racao de producéo:

P = {(x,u,y) : (x,u) ¢ T , y=u}
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2y Uma outra representacdo, esta | evando emconta una
possivel nmudanca tecnologica (16-] , € dada por internédio de con -

j unt os
Q; < SxExS s 150,04 ,k-1!

cujos el enentos (x,a,y) representamtransi ¢cdes de estado da econo -
m a, que alem de possiveis tecnol ogi canente, tém associ ados ganhos
admissiveis no instante i . Nesse caso, a configuracdo de producéo

pode ser defini da cono:

P=(Pidion, ... k-1

Pi = {(x,u,y) : (x,u)eai, y=Au} , onde

Qs = {(x,u = (a,y)) & (x,a,y) € Q;} e
A:[oﬁn]

Conb ja observado anteriormente.a respeito de siste-
mas que sejamreal i zagcbes de configuracdes de producbes, 0 grau de
informacao de uma configuracdo de produgcdo se preserva quando estas
sdo definidas a partir de outras representacdes. Para efeito de i-
| ust racdo, apresentanos um conjunto tecnol ogi a efici ente proveni en-
te de um nodel o di nam co de Leonti ef [17 ] e uma configuracdo de

producdo equi val ent e:

T = {(x,y) : X 2Bz, y= (I-A+B)z  para al gum
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Nesse caso, o estado do sistema é umvetor cujas com
ponent es representama producdo liquida disponivel em um periodo de
producdo. As conponentes do vetor z representama producdo bruta

de um det er m nado bem em um periodo.

A matriz B representa os fatores que entramem um
processo de producdo, e a matriz A o consumo de bens na producéo
durante um periodo. A diferenga entre essas duas matrizes esta no
fato de al guns bens (ou fatores) entraremno processo de producéo

sem serem consum dos.

confi guracado de producdo associ ada:

g
n

{((z,u,y) : (x,u) € Xy, y = (I-A+B)u}

-I, ' B b’
{ (x,u): LRI < 0 }
0, 1 -Ip =

nl~

sendo X.
i

Gostariamos de ressaltar o fato de que emtodos esses
exenpl os as confi guracdes de producdo sdo dadas explicitanmente cono

sequencias de graficos de funcdes.

No proximo capitul o, apresentarenos resultados vali -
dos para uma cl asse de sistemas, cujas configuracoes de producédo e-

qui val entes, em particul ar engl obam as dos exenpl os dados aci ma
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cAPITULO II

UM PRINCIPIO DO MAXIMO PARA SI STEMAS DI SCRETCS NO

TEMPO, ONDE AS DECISOES SAO RESTRI NG DAS PELO ESTADO DO S| STEMA

A cl asse de problemas para as quais & valido o resul -
tado apresentado neste capitulo & equival ente a dos probl enas de o-

timizacao em configuragoes de producédo

onde
Y xe X5, iz0,...,k-1 , 0S conjuntos
wi(x,Xi)

W.(x,X,) =
1 L _pi(X,Xi)

sdo convexos na direcao b, = (-1,0,...,0)%, as funcoes wi(.,.) €

p;(.,.) sdo continuanente diferenciaveis e os conjuntos X; séo

convexos.

(*) Vide Apéndice
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INTRODUCAQ

Embora o principio do ma&ximo para sistemas continuos
tenha sido demonstrado por Pontryagin et. al. [2] hia mais de 12 anos,
os detalhes matematicos da prova do principio do méximo discreto fo

ram classificados apenas recentemente.

A primeira referéncia a un principio do maimo para
sistemas discretos no tempo pode ser atribuida a Rozenoer [3] . A
afirmacao deste de que "a extensdo do principio do mé&ximo para sis
tema discretos e possivel, en geral, apenas no caso linear", junta
mente com provas falhas feitas por pesquisadores mais recentes, cau

sou confusdo consideravel no assunto.

Comegando em 1964 e mais tarde an 1966, Halkin [4,5] &

presentou uma prova matematica cuidadosa do principic do méaximo dis
ereto. Quase ao mesmo tempo, Propoi [6] chegou a mesma concluséo,
de que é requerida uma hipdtese relativamente forte de convexidade.
Bruckner e Wi [7] fizeram un estudo do caso emn que os controles séo
restringidos pelos estados. Introduzindo 0 coneeito de:convexidade
direcional, Holtzman e Halkin [8-10] extenderam bastante a aplica

bilidade dos resultados de Halkin.

Mais tarde, Cannon, Cullum e Polak [11]e Da Cunha e
Polak [12] apresentaram um método para tratar de tais problemas,usafi
do un teorema basico de otimizagao e uma abordagem sistematica por
aproximagdes conicas. Usando este método eles simplificaram enorme

mente a prova do principio do mé&ximo discreto e apresentaram exten
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soes que incluem restri¢cfes do espaco de estados e fungles objeti
VoS vetoriais. Seu trabalho & resumido no livro de Cannon, Cullum

e Polak [1].

Neste capitulo € provado un principio do maximo dis
ereto valido para uma classe de problemas na qual os conjuntos de
restricdo dos controles dependem do estado do sistema, wusando o
formalismo e 0 teorema béasico de otimizacao de Cannon, Cullum e

Polak [1].

DEFINICAO DO FRCBLAMA

Consideremos o0 sistema descrito pelas equacdes:

Xipg ~ X5 7 fi(xi,ui) 1 =0,.00,k -1

n n n

onde X. € E X Em -+ E

m
3 ) Uy € £, fi' E

Achar uma sequencia (U, ,sss,1 ) e uma corresponden
0 -

k-1

te trajetoria (io,...,ik) gue minimize

k-1
) fg(xi,ui) s fg : " x E® 5 E
=0

1

sujeitas a
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m .
u; € U (x,) < E i=0,..0k -1

onde

1 _ n ) _ _

S; = {x € E" : U, (x) % 7} i =0,. .,k

" n .

8, = {x €E" : g;(x) = 0} i =0,k

n 11' . . -

onde gg : E » E  tem jacobiano de posto maximo onde
calculadc

"
n .

HIPOTESES

Definindo X. A {(x,u) € E" x E' tw €U, ()} i=0. Kk

onde Uk(x) = E" ¥ x € E", vamos considerar que:

o

WV i=0,..0k -1, ¥ix,u)E X; as fungdes f£;(.,.),f,(.,.)
sdo continuamente diferenciaveis

Seja by = (-1,0,...,0) € En+l
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Def i nanos :
F. - EP x E™ + Ent1 i = 0. ..,k-1

(x,u) > (fg(x,u) s fi(x,u))

Entao suporenos que

(2) V¥V i=0,....k-1,V x€E" os conjuntos

Fi(x,Ui(x))c:Eh+1 sdo b, - convexos

0
Isto significa que dados u' e u" emu,.(x) e 0 <h <1

Ju) € U, (x> %
fi(x,u(x))‘s A fi(x,u') + (1-2) fi(x,u")
£20x,u(1)) £ A £ (x,u') + (1-2) £90x,u")

Se U;(x) e vasio, entdo F,(x,U;(x)) & tanhémvasio, logo g4;

reci onal nente convexo. No que se segue entretanto, a existén

cia de controles Ginos garante que Ui(ii) Nao sej am vasi o0s.

(3) Finalmente, suporenos que ¥ i = Q...,k = 1 o0s conjuntos Xi

Sao convexos.
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PRINCIPIO DO MAXIMO

Em relagdo ao problema definido e as hipoteses apre-

sentadas acima, podemos enunciar o seguinte:
(4) TEOREMA:

Se (Uy,...,U,_,) & uma sequéncia de controles Otimos

e (520,. - ,ik) uma trajetoria correspondente para o problema,

L

n o) 2
g € E 5w € Ek e

entao existem vetores Pgse==sPy € E

um escalar p° < 0 nem todos nulos, tais que:

YR CR Rk 3F, (R, ,0,)
e} S R & 171?71
V l: :|,(<Sxi, Gui)>+ <Pi+l’ (dxi,sui)>+

d(x,u) 9(x,u)

(5) + <Pi+l’éxi> - <pi,6xi> <0

V (éxi®su.) € RC (R85 ) 5 02 0,0 eak =i

(6) —gfiffﬁl-_T
P =~ |- u
k | 3% N k
(7 '—Bgo(io)_T 2
P = - o
0] 3% §]

(*) Vide Apendice
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Fi nal nrente, para i = 0. ..,k - 1 o Ham|toneano

H. ™ x E"xE"%E x{0,...,k - 1} - E

O . o0
(x,u,Psp ,1) =—— P fi(x,u) + <p,fi(x,u)>
sati sfaz a condi cdo de maxi no:
-~ -~ O . ~ O 3 o
H(xi’ui’Pi+l’P 1) > H(Xi:uiépi_,,l:P »1i) 4 us € Ui(xi)

Para denonstrar o Teorema, transformarenos o probl ema

em um probl ena de progranmacdo nmatematica da forna:

n

(8) Encontrar umvetor z € E  satisfazendo

(9) zE
(10) »(z) = O tal que
£(2) < £(z) V z ¢ " satisfazendo (9) e (10) onde
f :E">E,r : E" - £" s3o fungbes continuanente diferen-

ciaveis e N e um subconjunto de 2

Definiremos conjuntos @' e C(z,Q') e nostrarenos que

sati sfazemas hipdteses do:

(11) TEOREMA:

Seja o' < E™ umconjunto coma propriedade que
V z'€ o' ] z € a satisfazendo r(z) o r(z') e f(z) < £(z").
Se z & uma solugdo Gtina para o problema de progranacio ma
tematica definido acima, z € @' e C(z,2') &€ una aproxima-

gdo conica de segunda espécie (Apéndice,(13)) de @' em Z
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o 1 m mtl

entdo existe un vetor ndo nulo ¢ = (¢ = 4 "5uus,0 ) € E

com ¢ 0 < 0 tal que V sz € c(z,a")

<¢,£—(-£—)-6‘z> =0

0z

prova: [1], pg. 85

A aplicacdo desse Teorema nos conduzira ao resultado

almejado.

TRANSFORMAGCAO DO ARCBLAVIA BEM UM DA FORMA (8):

io= - ; - o n+l
Vi=0,....k -1 seja Vo= (v$v) € E
onde v, = (vl vih) ¢ EP
1 i’ﬂﬁﬂs i
Entao a equacdao:
Xie1 ~ X5 7 F;(xs5u0) I =0, ...,k e equivalente a
Xi+l - Xj_ = Vi com Vi 6 fi(xi ’Ui(xi)) 1 o0,...,k-1
Seja

- 2n(k+1) + k(n+l)
z = ((Xgoug)seens(w )y Voseo,Vy o) € E

podemos entao definir:

(12) £(z) = | ¢
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(13) r(z) = kK *k-1"Vk-1 | = 0

(14) @ = {z = ((xgaugdseens(x,u )5V 50,V ) (x4 5u,) €X; e

Vie Fi(Xi,Ui(Xi)) 5 i=0’con’k-l}

OBSERVACAO: Y i = 0,...,k - 1,

0o _ .0
z E « —=pv; = £i(x;5up) para algum (x ,uy) ¢ X,

) kel 0 k=l
Entdao f(z) = iZO vy o= igo £/ (x55u;) se ze @
(15) Q' = {z = ((xo,uo),...,(xk,uk),Vn,...,Vk_l) : (xi,ui)e Xy
e Vi€co Fi(xi’Ui(xi)) , 1 = Q...,k - 1}

Seja (Gy,.ns,0 unma sequéncia de controles Ginmos pa

k-1

ra o problema original e (x .,Xk) atrajetoria correspon-

0"0

- . o0~ A _ L A .
dente. Também, S€ja v, = Fi(xi,ui) , I = Q...,k - 1. 1Isto

posto, defi nanos:
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(16) Z = ((Rgslg)sees (R0 ),V 05000, T, 1)

(17 C(z,R') = {8z = ((6x0,6u0),...,(ka,sukLVO,...,Vk_l)
(5xi,6ui) € RC((xi’ui)’Xi) e

OF. (X. ,u.) aF. (X. ,0.)
6V, - lllaxi——-l——i—i—suié
ax ou

ale

€ RrC <Gi,co F.(R;,U; (X))

VERIFICACAO DE QUE C5 CONUNTOCS @' e C (z,2') SATISFAZEM AS HIPOTE-

SES DO TEOREMA (11):

(18) LEMA:
0 conjunto @' satisfaz as hipoteses do TEOREMA (11).
prova: Seja z#* = ((xg,ug),,..,(xf’é,ui),vﬁ,...,vi_l) E o

Coto os conjuntos  F, (x¥,U, (x§)) s8o by - convexos e

n+l

Vi € co Fi(x¥,U. (x¥))C E i =0,...,k - 1, entédo
Fy € R UG 020,00k 01 Y

Gi = Vi o+ 8, b, para algum B; >0
logo v. = vi e ~g ggz? i = 0, Jk - 1

(%) Vide Apéndice’(ll), para a definigao de RC(z,0)
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~ % &% ~ 3
mas U, € F.(x;,U;(x;)) —=HJ§; € U (x;) ¥

- % o~
V.1 = Fi(xi,ui) , Portanto para
Z = ((Xo’ui)""’(Xk’uk)’vl""vk-l) t enos:
% E E3 &% 3
X7%4"Y, X1 =X~V
r(z) = X X1 Vie=1 = X" ® o1 Vi1 = r(z¥)
go(xg) go(xa)
g, (x5) gy (<)
e
k=1 k=1 .
£(z) = J ¥9 < J vi= f(z)
. i -
1=0 1i=0
(19) LEMA
O conjunto C(z,Q') & um cone.
prova:

Seja 6§z € C(z,0') , 6z % 0 e AE E,h >0

Entao, evi dentenente

A (6x,,6u,) € RC((X;,1;),X;)



24

também,
aF(X. ,Uu.) aF. (X, ,U.)
(20) AoV, - —2L L sx, - —2 11 5 sy, €
i _ i i
IX au

4 RC(V;, co FYX,,U,(X;)))

pois se

AF. (X, ,u,) AF, (X, ,u.)
5V, - ithiTi sx; - ittiri su, e
X Ju

€ RC(V;, co F (X, ,U (X))

Entdo Je > 0 7

. aF. (X. ,u.) aF. (X, ,u.)
V. + a GVi-— llldxi-— lllAGui €

ax u

€ ©coiF; (X,,U; (X)) V a€[0,¢]
Ent3ao, se tomarmos ¢ = f , temos que

9F. (X.,0.) oF. (X.,0G.)
r 2 A 6%x. - r 1 1 A du.
j i 1
X u

<>
+

o. X(SVi-

E co Fi(ii,Ui(ii)) V o € [0,¢'],
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logo (20) vale.

Assim, se 6z ¢ C(z,Q') , entdo

A 8§z e C(z,2') para A 20 1

(21) LEMA:

0 Conjunto C(z,2') & convexo.

EI’OVB.:
Se sz', §z" € C(z,Q') , entdo

(6xl,sul) , (8xf,8ul) ¢ RC((ii,Gi), X;)

Camo RC((ii,ﬁi), XD € un cone convexo:
1 1 1" "y g b
(22)  Cexi,sui) + (sxf,sul) € RC((x;,u), Xs)

Por outro lado, se

svi,av?

; E RC(Vi, co Fi(xi,Ui(xi))),

Como  co Fi(ii,Ui(ii)) € un conjunto convexo,

RC(Gi, co Fl(ii,Ui(ii)) € un cone convexo. Entao
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n

1 -~ - ~ ~
(23) 6V, + sV, € RC(V;, co F.(%;,U (X))
Assim, (22) e (23) — 8z' + 8z" ¢ C(z,9'), o que, pelo

fato de C(z,Q') ser un cone garante que seja convexo.

(24) LEMA:

0 conjunto C(z,2') & uma aproximagdo conica de segun

da espécie do conjunto 2', no ponto z.

prova:

Uma vez que ja foi provado que C(z,2') & un cone con
vexo, resta provar que para toda colecdo finita {8z .,uev, azp}
de vetores linearmente independentes an C(z,2'), existem um

escalar ¢ > 0 e uma funcéo continua

£ : Co {2,2¥s-6zi,...,£+e6zp} — Q'

tal que  E(Z+6z) = Z+6z+0(8z)

onde 110C8z) ||
lim — = 0
||8z|| ~0 |6z 1]

Entadc, seja {621,...,azp} un conjunto de vetores

linearmente independentes en C(z,2') com

dzj = ((Gxoj,éuoj),...,(éx s8U, . )48V ... 8V

S S R (k-1)3°
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Logo, pel a definigdo de C(z,R') tenvs:

(6Xij,6Uij)6RC((ii,ai),Xi) i=0,¢0-’k; j‘cl’no',P

raFi(xi,ui) aFi(xi,ui)

§V.. = §X. . + ——=——t—E gu.. + (V,.-V.)
ij o x ij . ij ij i
para i=0>¢ol,k-1; j=1’¢.l’P
onde

E inportante notar que comisso estamos definindo Vij que

so6 depende de 825 @ Z.

- ~ “.’ ~ -~
Cono 0s cones RC((xi,ui),Xi) e RC(Vi’ co Fi(xi,Ui(xi)))

sdo aproxi magcGes conicas de prineira espécie (Apendices (12)), en

tao para o conjunto {(Sxil,auil),...,(Gxip,Suip)} de vetores

| i near ment e i ndependent es en1RC((ii,ﬁi),Xi) e para o conjunto

o~

{Vil'viﬂ""vip"§i} de vetores |linearnente independentes em

RC(§i’ co Fi(ii,Ui(ii))), d ¢ > 0 tal que
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(26)

(27)

28

e
Consequent ement e, pel a proposigao (5 ) do apéndice, pa
ra quai squer escal ares u',uz. Pz 0 tais que
S
) u° < 1tenos:
i=1
P .
ST ] . ‘.
(Xi,ui) + €j§l U (5Xij,5uij)€ Xi l—o’o'o,k
e

P
o ] -0 , ~ ~ s _ _
Vs ¥ Ejzl " (vij vi) ¢ co Fi(xi,Ui(xi)) iz0,...,k1

Afirmacdo: esse = Sserve para 0O NOSSO proposito e por-

tanto a construgdo da funcdo ¢¢.)

Essa afirnacdo ficara justificada no processo de cons-

trucdo que sera feito emtrés etapas:

12 etapa: (btencdo de uma representacdo dos vetores

z = z+8z & co {£,2+edzl,...,£+eéz } em téermos de vetores em

P
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Seja C = co {2,2+eaz1,...,£+eazp}

Ent3o, VZ e C tenos:

P
zZ =2 +e ) ud (z) azj

j=1

- P »
onde uj(z)_i 0, J=l,...,p e 2 uj(z)g 1
logo

p
(28) 6z = z-2 = e ) ud(z) 8z
j=1 3

Também, COMD 0OS vetores z:.| séo |inearnente i ndepen -

dentes,Vz ¢ Cos escalares ul(z); 3=1,...,p SA0 univocamente de

t erm nados por (28).
Agora, cono

(V;5-Y;) € RV, co Fy(%; 505 (%0005 321,444 5D

t enos:
. k
Vs o+ €k§1“"vikfvi’ € co Fi(X;,U4(X))
b
para quai squer escalares u',s.ssuP 20 ¥ K
k=1
Logo, se tomarnos ud = 1 e uK:=0 se k £ tenos:

7; + e(W3i5-5) c co Filx;,U3(x3)) para i=0,...,k1 €

J=1s...,D
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Mas, como

para cada i=0,...,k-1 e para cada j=1,...,p existem vetores

~a ~ - .
uij c U;(x;) com a—l,...,sijtals que

S..
. R iy o u . .
(29) Vi + E(Vij_Vi) - azl AijFi(Xi’uij) l-Ogtcn,k-l, j:l’nnn,P
Slj
a o _
onde 1730 , ) A= 1

a=|

A

E bom notar que os 4Y. s& dependem dos V.. e dos V,

1] 3 i?
portanto de 824 e z,
Consequentemente,
Y sz = (C8x,0u )00, (8x,8uy), 8Vse e a8V = z=2

onde z ¢ C, temos de (28):

P

(axi’sui) = e‘z UJ(Z)((SXij,(Suij) i=0’oo.,k
1=1

Tambem,
aF. (X, ,u.) aF. (X, ,U.) -
§V. = ——5——&——3—6x. + —22 L su. o+ (V.=-V.)
1 1 1 1 1
oX Ju

mas de (28) :

P .
Gy = j 5
;-7.) = ejzlu (2)(V;-7)
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entao
. oF . (X. ,0;) OF, (X, ,0.) P
oV, = ——E—sx, + —t——Lsu, + e ] wl(z)(v,.-0.)
dx du j=1 3o
que,por (29) fica:
aF. (X, ,u.) dF. (X. ,U.)
6Vi z i1 1 Gxi + 1 su, +
X Ju *
S..
" § Sy | TN E, Ry L5 - 7 i=0
j:lu azl ij i i,uij i 1= ,.oo,k_l
ou.
AF. (X, ,U.) OF. (X, ,0.)
(30) GVi = LT §x; + i su +
9X au t
P s
b3l ) | TA%EL (R85 - Fi(Rs, ] 120,000,k
i1 S Mg Fitxeeugy) - FrGRgL0p) S
22 etapa: Definigdo de £:C » ' e prova de que é con
tinua.
P -
De (28) tinhamos: &z = e ) wl(z) sz,
j=1 J
Entao:
P P
su; = e ] w3 (z) Su;. 5 8X; = e | wl(z) 6x;j

j=1 J i=1
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DEFINICAO:

o A ~o a
uij(Z) = uij + éuij(z)

onde

P
su’. 4 J G. - g
us (z) Zlu (z) [}Suij + us u..J

PROPOSICAO:

(i) ugj(z) € Ui(x;) Y zec

P o 4 ,
(ii) uij(.) € continua
(iii) lim u?.(z) = Q%
72 J 1J
prova:
Observenos que:
P 3
cLu.) = (X..0. J .. ,
(x55u;) = (X, ,U;)+ e.z u (z)(lej,auij)eXi\f(xi,ui)eC/(xi’ui)

j=1
e que Xy € convexo.

Em particul ar,

X:o U.) + .. ..) = (X, T
_(xl,ul) e(leJ,Gulj) (xl+e lej,ul+e Guij) ¢ X

para j=1,...,p
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também, (xi,ui) ¢ Xi

Ent3o, qualquer combinacdo convexa desses pontos per-

tencerdo também a X;, isto é:

SeY0+Y1+"'+Y-11Y'

D ;20, entao

1%
~ ~0 -~ -~
Yo(xi,u..) + jglyj(xi+s Gxij,ui+e 6uij) ¢ X,

ij i
p p
. -~ - -~ 0 ~
j=1 i=1
p P
L] -~ ~ -~ Aa -
o (xi.+ ejglyjéxij,woui VOui+Y0uij + jZle(ui+€ Guij)) ¢ Xi
p p
L] -~ -~ 0 ~ -~
. e (Xi + E.Z 'Yj GXij,YO(uij—ui) + ui + E'Z Yjﬁuij) € Xi
j=1 3=l
p . .
Agora, como 7 uJ(z) <1, 43 (z) >0 YzE C, temos:
j=1

X B 4 P - X D
(xi + E.E u (z)6xi., 1—'Zlu (z) (uij—ui) U 4 E-Z

j
' (z)éu..)e X.
j=1 ] j= j=1 1 1

‘V z ¢ C

P .
. (xi,u:.L + [%-jzlul(z)}(ugj—ﬁi)) € Xi VzecC
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Meas

P . P .
- J ~0 _ = = a0 ] S0 - . o+
u; + [} jglu (Z{}(uij u;) ug sy .§ uo (z)u, . i

+
II.M"U

: X S
uj(z)ui = ugj + g E uj(z)éui. - Z ud (z2)a%. o+

j=1 j=1 15

1"~

P .
+ ) uJ(z)Gi=uzj +

‘ j(z) SU..-tr.+a.] = u¥.(z
521 = K [; ij tij i ij )

Ent&o (xi.,u?j(z)) € X, Y/ z¢ Cc e (i) esta verificada.

Além disso, como para z e C

uj(z) € 862

(31) 8§z = z~2 = 5
1

3

1 ~1r

podemos escrever &z = Au(z) onde

T
A = [% S, wer 5zp] e  u(z) = ﬁir(z)...upcz)}

Mostremos que A e injetiva , pois entao fica garantida
a existéncia de uma inversa a esquerda para A (apéndice, proposi-

cao (16)):
A a=s, Ab=s —p A(a-b) = 0, isto é:

, Tt (aP_+wPy .
s»Gzl(a b'")+...+ ¢ GZP(a b)) = 0
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Mas 0s  6z;,i=1,:.:4,p sao |inearnente i ndependentes, |ogo
(a*-pt) = 0 , izl,...,p s isto é: a=sb e A e injetiva.

Consequentenente 3 Y, inversa a esquerda de A %
(32) Y 8z = u(z)
Agora, cono

P .
o _aa 3
uij(z) uj g + j; u' (z) ¢ 6uij + ;

Hes1g

N o oo -
lu (Z)(ui uij) -

1]

= Ga +8u + IZ) j(Z) oo o_aa
ij i j___lu U.i U, .

Podenos escrever:

a. _~a o
Ulj(Z)-uij+6u&+Bi u(z) onde
o _ -~ _Aa ~ _Aq

Bi - [Fui uil) °e s @ (ui uip)}

Fi nal nente, tenos por (31):

up-(z)=ﬁ?.+aur+B§ Y 6z , O que garante a continui dade de

] 1]

1 1 ' =02
uf'j (.) e que ;ig uij(Z)'uij ((ii) e (diii)). <<]
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DEFINICAQ (de £(.)):

Seja =z = ((xo,uo),...,(xkguk), v .,Vk_l)ec arbitrario e szzz-z

g?*

Entao, & A (yo,...,yk, WO""’Wk—l)
onde

yi(z) é:(xi,ui) iz0,...,K

e P l‘ Si.
. J
] a -
W.(z) & Folxs,u,) + .Z u”(z) ) &%Fi(xi,uij(z)) Fi(xi,ui)
j=1 [f=l

onde o0s wud(z) » J=1,...,p S&0 univocanente determinados por (28).

Em prineiro lugar, observenpns que por construgao,temos

por (27) que (Xi’ui) € X, i=0,...,k , logo v; € X 1-0540.,K
Também,
p S, P
W, (z) = F,(x.u,) + ez TALE, (x, ,ul. (2) ] -
;(2) = Fi(xu, .z uo (z Z AijFi X; Uy 5 (2 ) - .Z p- (2) Fi(xi,uf—
3=1 0=l 351
P P, 513
= (1 - J wl@@) Fo(xou) + J udez) T A% FL(x,,ubl(2))
jzl it7ivi jzl azl [yrittiti) |
sij
Mas ) Ai. =1 , logo
as1l J
P, P 515
(1 -7 wl(z)) + 7wz A% =1 .0que garante que
. 2 . -1 13
j=1 3=1 a=1

W, (z) e uma combinagdo convexa de el ementos de F,(x,U(x:)),
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logo:

W.(z) ¢ co Fi(xi’Ui(xi))

e entao ¢ (z) € o'

Conmo z € C foi tomado arbitrario, 5(+) mapeia C an &'.
Também, como composi¢cdo de funcdes continuas, ¢ (.) &

-
contlnua.

32 etapa: Verificagcao de que

E(z+82) = z+62+0(8z) com

lim o¢sz) || -0

llozlj~o o=l

Seja, para i=l,...,k-1, Zi(Z) uma matriz com p colunas,

onde a j-ésima coluna e dada por:

: 3
(33)  73(z) = ]

o o -
) l)\i.Fi(xi,uij(z)) Fi(xi,ui)

1
p - b

Mas da definicdo de &(.) temos:

P
Wi(z) = Fi(xi,ui) + Z

. i3
J o e - _
; lu (z) [azlxﬁ}th .,uij(z)) Fi(xi,ui)
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0 que inplica em

Wi(z) = Fi(xi,ui) + Zi(Z) u(z)

Ent do:

Wi(z+Gz) = Fi(xi+6xi,ui+6ui) + Zi(z+éz) p(z+8z)

e usando (32), obtenos:

Wi(z+62) = Fi(xi+6xi,ui+6ui) + Zi(z+sz) Yéz ,

por outro |ado, as funcdes Fi(.,.), i=l,...,k-1 sao continuamente
diferenciaveis, | 0go podenps escrever:
aFi(xi,ui)

(34) Fi(xi+6xi,ui+6ui) = Fi(x.,u.) + ———;;—————Sxi +

aFi(xi,ui) _

]]Gi(sxi,aui)ll

onde 1im

[y ,ou0l]+0 116585 ]

Alem di sso, evidentenente, i=1,...,k-1:

Zi(z+62)Y6; = Zi(z)Yéz + [?i(z+dz) - Zi(z)] Y&z
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Chamando [;i(z+az) - Zi(z)] Y&z = Oi(dz)

t enos
(35) Z,(2+82)¥6z = 7,(2)Ysz + 0.(s2)
Onde, como Z, () e contfnua (composigao de fungdes con
tinuas):
115. (52) || 11'C2. (Z462) - Z,(2)Y62
lim —_— - lim = = | <
Hoall~o o=l jls]) 20 18zl
. 1lim ]|Zi(z+62)‘ Zi(z)H HYll szl .
1621+ 0 [} e=ll

Entao, (34) e (35) implicam que

Wi(z+6z) = Fi(xi+6xi,ui+6ui) + Zi(z+62)Yéz =

aF. (X, ,u.) aF, (X, ,0.)
= Fo(X;,0,) + ——=— sy, + —=—F L sy, +
1 1 1 1 1
IxX Ju

+ ﬁi(axi,aui) + Zi(E)Yaz + 5i(6z) =

3F, (X. ,Uu.) oF. (X, ,u.)
_ A~ - it7icti i ~
= Fi(xi’ui) + ————;;————Gxi + ~——7;:———6ui + Zi(z)Ysz + Oi(az)
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onde Oi(dz) A Oi(Gxi,Sui) + Oi(sz)

Assim tenos:

3F. (X, ,0,) 3F. (X, ,u.)
(36) W.(2+68z) = F.(X.,0.) + —x—L_ L s5x. + i 7E
1 1 1 i ax 1 Bu i

P 3
. J
] a A~ ~0 _ s -
+ jzlu (z) [aglxijFi(xi’uij) Fi(xi,ui) ] + 0,(82)
|10, (82) ||
com lim —_— =0
lleal| »0  Il8zll

Logo, para qual quer z=z+8z ¢ C, tenos:
g(z+8z) = (y0(2+sz),...,yK(§+Gz), W0(2+Gz),...,WK_l(2+Gz))

Mas,

(37 yi(2+62) = (ii,ﬁi) + (Gxi,éui) i=0,...5k

e de (36) e (30) tenos:

(38) Wi(z+62) = Vi + GVi + Oi(éz) 1=0,..4,k-1
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logo de (37) e (38) temos que

E(z+8z) = Z + 6z + 0(68z)

com lim lotszy]] .

lezll >0 ezl
onde 0(éz) = (Ol(az),...,Ok_l(Gz%)

e consequentemente C(z,2') € uma aproximacdo conica de segunda es-

Pécie do conjunto @' no ponto z

DEMONSTRACAO DO TEOREMA (4)

Como os conjuntos @' e C(z',Q') satisfazem as hipote-
ses do teorema (11), aplicando este concluimos que:
~ (o] o
Jum vetor ndo nulo¢= (p-,1), comp .o €
- - (e} n .
1= (=Pjse.+5=Pyoug,uy) onde p°¢ E , pie E' para izl,...,k ¥

<¢ , ?—F—-(—E—lﬁz> <0 Y sz e C(z,2")

9z

£f(z)
F(z) = [
r(z)

e onde
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Entao:

(39) p° (v f(£>,5z> v (, 3r(2) z> <0 Vezeci,am

Substituindo f e r em (39), tenps Vsz € C(z,a")

K-1 K-1
(40) po.z Vz + .Z <:_pi+1’ (6xi+l—6xi-6vi)‘> +
1=0 i=0
g (x ) g, (x,,) )
o "o K"K
* <“o’ _;;"‘"‘”‘05 ot <“k’ o —sxk> 0

Suponhanos que

6, = (0500450,8V.,0,...,0) € C(z,2")

7.
Entao, de (40) tenos:
o)
(41) p° Svi o+ <Pi+l’avi> <0
VsV, ¢ RC(V,, co F.(X;,U. (X))
Mas, conmo co Fi(xi’Ui(Xi)) e convexo,

RC(Vi, co Pi(xi,Ui(xi)) =

= {8V : 6V = A(V-V.), % 2 0, V ¢ co Fi(ii,ui(ii))}.
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Em particular, se h =1

{6V : 8V = V-V, V € co F,(X;,U. (X} <

< RC (‘71> co Fy(X;,U;(%;)))

Isto é:

Mas
Fi(ii,Ui(iin < co Fi(ii,Ui(ii)

Entao

GVi = Fi(xi,ui) - Fi(xi,ui) <

€ RC(V;, co Fi(%;,U: (%)) VYV, € U;(&)
Logo de (u41) tenvs:
pOGV';._) + <Pi+l’ Fi(ii,ui) - Fi(ii,ﬁi)> <0
ouU sej a:
pofz(ii,ui) + <,pi+l’ Fi(ii,uif> <
< POES (R0, + <Pi+1’ Fi(;‘i’ﬁi)>

Y u; € Us(x,)
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Seja agora

GZ = (0,...,0,(6Xk,6uk‘),0,...,0)

com (Sxk,éuk) € RC((ik,ﬁk), X, )

Ent 30 (40) nos da:

~ T
dg, (x.)
(42) <—pk + I:_j:._._}i.} My <Sxk> <0
X

V (xy50u)) € REC(RL 0, X,

mas com X, = E® x F

m

| RCC(x ), X)) = BN x ET
entdao de (42) obtenos:

ag. (x,) T
p, = | =KX |
k 8% k

Fi nal nente, definanos:

e seja

8z = (0,...,0,0(8%;,8u;),0,...,0,8V,,0,...,0) € Cc(z,a")

para i # k com
oF . (x.,0.)
6V, = —=—tio (x4 ,8u;)
d(x,u)
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Entdo, de (40) temos:

af9(%. ,4.)
(43) <: po —_— 1 1 , (8x.,6u.) j} +
d(x,u) t 1

afi(ii,ﬁi)

d(x,u)

= (pyox;Y <0

V (exy,6u;) € RE((R,,8,), X,) D

(44) TEOREMA:

Suponhamos que todas as hipoteses do teorema (4) sao

satisfeitas, com

Ui (x50 = {u; ¢ Rilxi,us) < 0)

para |:O ,lll’k—l

onde cada fungdo R, : E" x E"— E4i & continuamente diferenciavel
e os gradientes das restri¢ges ativas sao linearmente independen

tes, isto €:

{v Rg(ii,ai) f o€ I;(X,,0)) i=0,...,k=1
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é un conjunto linearmente independente, onde:

1Ry 50,0 = (3:RICR, L8 = 0, 1 < | < qy) 120,000 ,k-1
~ . n zk
Entao existem vetores Pgs+**sPy € E suq € E Uy € E 5
9 Q-1 o ,
AOC—E seeeadry 4 € E e un escalar p~ < 0 nem todos nulos tais
que:
.Ai -<- O i=0,'ll’k—1
o - T -~ L T
o afi(xi,ui) afi(xi,ui)
(48)  Pi=Piyy =P | T | Pis1
X N X
~ o T
, aRi(xi,ui)J ‘Ai
- 3x '

O,~ =~ T ~ o~ T -~ - T
(46) p —_— + | —— Piy ¥ | x;=0
su au au

(47) <xi, Ri(xi,ui)> =0
para iz0,...,k-1

~ T - T
9g, (X)) ago(xo)
p . = == | u P = = |—| wu
k 9x k 0 9x 0

e finalmente, para i=0,...,k-1
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Ham | t oneano
H : E® x E™E"x Ex0,..., -1} » E
(x,u,p,po,i) — pofg(x,u) + <'p,fi(x,u)>
sati sfaz a condi cdo de maxi no:
H(X;,08; 5p5,150%,1) 2 H(R;,u;5p5,15p%51)

Vou; e U (k)

prova: A independéncia |inear dos vetores gradientes

i mplica que o conjunto:

iz a7

3Rz (x;,u.)

{(8x;,6u;) <: {—4L—451—£- R (6xi,6u.)>> <0
3(x,u) 1

para j C Ii(ii,ﬁi)}
esteja contido em RC((X,,u,), Xs)

Entao, da expressdo (43) obtenos:

O,z = T B T
po fi(xi,ui) . fi(xi,ui) ; . _EE__ . )
(x,u) L (x,w i*l 70m 1+l




u8

para todo (5xi,6ui) satisfazendo:

aRI(%;,3;) T | | o
9 (x,u) i (Gxi’éui) < 0 para j¢ Ii(xi’ui)
1

Aplicando o lema de Farkas (Apendice, Q.7)). temos que

1 - .
Jr 6 ET, a5 50 i = - tais que as expres
soes (459, (46) e (47) sejam satisfeitas. Evidentemente, como as

hipoteses do teorema (4) sdo todas satisfeitas, as outras condi-

¢des, andalogas as do teorema (4), sdo também satisfeitas. D

(48) COROLARIO

Se as funcoes Rji(.,.), i=0,.045k"1; J=1,...,q; s&O

convexas vale o teorema (u44),.
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cAPITULO III

PRECOS DE EQUILTBRIO . CONDI COES DE NORMALI DADE

Os resultados do capitulo anterior, quando referidos
diretamente a configuracbes de producdo e funcdes critério a elas
associadas, ddo margem a varias interpretacdes de interesse econo-
mico. Assim, sado vistas aqui condi¢cOes para a existéncia de pre -

¢os de equilibrio forte e fraco e normalidade.

No que se segue, configuracOes de producdo P sdo con

sideradas dadas explicitamente por sequéncias de graficos de res -

trigdes de fungdes (Py);.y . j.p -

Pi = Gr wi(.,.) / Xi R

e funcdes critério como aplicacdes

p : V-—=E
k-1

((xi’ui))i=0,. . ,k = izl pi(xi’ui)

onde V ¢é o conjunto dos processos viaveis para P e as P sao

funcdes:
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PRINCIPIO DO MAXIMO PARA CONFIGURACOES DE PRODUCAO

Se supusermos que gk(.) =0 e go(xo) = X "6 =0,
no teorema (44) do segundo capitulo, verificamos que uma condicéao

necessaria para que uma sequencia (4 ) de controles corres

120 ol
ondendo a trajetéria (X,,...,%, ) seja ura solucdo Otima do proble
P 1 K p e

- . . - QO O (0]
ma 14 definido, é que %_p sPgs++sPpolgsl 3 P ¢ E.p” 20

1 .
Pgse 5Py € En, g, € £ ° s W € E K nem todos nulos, tais que:
O,n = T e &y T
o afi(xi,ui) afi(xi,ui)
(1) P + P, 8X. +
5x 3% i+l i

O, ~ -~ T ,. ~ T
o afi(xi,ui) afi(xi,ui)
au du _

<;H}1—pi,6xi\> < 0 i=0,...,k-1 , para
(6Xi,6ui) = }\(Xi_xi ,ui-ui) Py (xi,ui) é Xia A _>__ O
(2) PO = ‘l-lo > Pk =0

(3)  p°f] (%;,u;) + <pi+1,fi<§<i,ui>> < POES(R,LT) o+

+ <pi+l,fi<§<i,ﬁi)> se u; € Ui (%) i=z0,...,k-1
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Essa Ultima relagao expressando o principio do maxi-

mo, propriamente dito.

Se adicionarmos <Pi+1”zi> a ambos os membros de

(3), obtemos:

0.0,~ =~ o OfO ¢z X X
p fi(xi,ui)+<Pi+laXi+l> 2 PO Ryoup 0+ Dy R+ (Ryhup )

e, subtraindo<pi,§ci> nos dois membros:

jv

W 2% Riu8) + (ypaRin Y - (PR Y

2% (Ryou) + Py awi (R0 - (pyHEg Y

YVoug ¥ (Fphu) € X
onde

pi(x,u) = —fg(x,u) e

wi(x,u) = x + fi(x,u)

Por se tratar de uma condicdo necessaria para a exis
téncia de un processo Otimo para uma configuracdo de producéo, cha
maremos essa relagdo de principio do maximo para configuracdes de

producéo.
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PRECOS DE EQUILIBRIO FRACO

Di zenps que uma configuracdo de produgéo

onde

P, = Gr w(.,.)/xi

goza de disponibilidade livre , se:
(5) (x,u)e-Xi, x! > X = (x',u) ¢ Xi

Nesse caso, uma vari acdo:
(6x;,6u3) = (as0) , a 20 arbitrario

e valida para (1), de onde obtenps:

O,n = T - o~ T
o afi(xi,ui) afi(xi,ui)
L * Pis1 ¥ Pisy ~ Pyoo 20

axX 9X

\f a > 0
O,~ =~ T ~ = T
po afi(xi,ui) . afi(xi,ui) 5 . b p
- 5% i+l i+1 1
OuU sej a:
-~ - T - o~
Ibw:(x Sus) 9p.(x.,u.)
1 (o]

(6) Pill aLL Piy1 ~ P
- X
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Logo, se as condigdes

w. (X. ,0.)
(7) 17171 > 0
X

i

(8)

flv
o

X

sdo satisfeitas, e ja que pk=0, entao:
(9) p; 20 i=0,...,k

Quando essa condicdo for satisfeita, esses vetores se
rao denominados pre¢os associados aos vetores X; , €a existéncia
de vetores Pgs-++sP » Que junto com un escalar po < 0 satisfa
zem (4), pode ser interpretada como a existéncia de precos de equi
1ibrio fraco para um configuracdo de producdo, an relagcdo a uma

funcdo critério.
Observacéao :

As condigbes (7) e (8) sdo satisfeitas quando as com
ponentes de pi(.,.) e wi(,,.) sao monotonicas crescentes na pri

meira variavel.
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PRECOS DE EQUILIBRIO FORTE

Uma outra forma de escrever a relacédo (1) seria:

2f9 (%, ,0.) 9F. (X, ,0.)
(o) p° S . (6%:,8u:) +¢ Ps.vs =L L) (sx.,0ul) ) 4
1 1 i+1 1 1
d(x,u) 3(x,u)

+ <pi+1 - pi,éxi> < 0 i=0,...,k-1
para (8x;,8u.) = A(x;-%X3,u,-0U;)

Portant o, se P: 2 O para i=0,...,k-1 e:

(11 £.0,. & concova, i=0,...,k-1
(12) fg(.,.) € convexa, i =0,...,k-1 3

Cono po < 0, tomando A=1 em (10), obterianps:
p° [fg(xi,ui)—fz(ii,ﬁiﬂ +<:pi+1,fi(xi,ui)-fi(ii,ﬁi)> +
+ <pi+l - Py > xRy ) £ 0 i20,...,k-1

par a (xi,ui) E X;

ou seja

"po [pi(xi,ui)*pi(ii,ai)] +<pi+1,wi(xi ,ui)-wi(;(i,ai)> -
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-(pi,xi-il>, < 0 i=0,...,k"1 para (xi,ui) € Xi )

ou ainda:

(8)  -p%; Ry, (pyypowy Rynlidy - <pgs%;) 2

O
> %03 (kg sug) Py gows O6u)) = Kpyaxs )

1=0,...,k-1 para (xi,ui)E Xi

Entao, podemos concluir que satisfeitas as condigoes
(9), (11) e (12),uma condi¢gdo necessaria para que un processo
((X.,01)):_ , Viavel para uma configuracdo de producéo, se
i>Yt 1=0,.08,k

ja Otimo en relacdo as funcbes p. , i=0,...,k-1 & que existam ve

i

tores p ndo negativos, e un escalar p°< 0 nem todos nu-

OD- [ ’Pk
los, tais que:

(14) -Popi(ii,ai) + <Pi+l’§i+1> - <Pi’5zi> z

> 'Popi(xiaui) +<Pi+1’xi+1> - <Pi’xi>

para todo processo ((x;,u;))._, x Vviavel para a configuracéo
’ - N ,

de producéo.

Quando isso ocorrer, esses vetores serdao chamados pre

cos de equilibrio forte.

observacao:

As condi¢cBes (11) e (12) sao equivalentes a w.(.y.)

e p;0C ,. serem concavas.
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CONDICOES PARA NORMALIDADE (po ==1)

Admitamos que na condi¢cdo necessaria de otimalidade

(14), p°=0 . Ent3o, nem todos os precos de equilibrio forte

Po,e e oPx podem ser nulos. Ma sabemos que pk=0 , € se:

(18)  (0,0) € X;  1=0,...,k-1

(16)  w;(0,0)=0 0 ,...,k-1 , temos:

<Pi+1’;‘i+1> - <Pi’§i> >0 i=0,...,k-1

que implica em:

(A7) 0 = (PX Y 2 ( PiyyoXiag ) 2 <Pi’ii> 120,50 .05kl

Suponhamos também que seja satisfeita a condicao:

. s .S

(18) Y se¢ 0 ..,k-1} 3 un processo viavel ((Xi’ui))i=0,...,k
S

Y x, > 0
Nesse caso, nés temos:
- A S s

<Ps’xs> - <Ps—1’xs-1> 2—<ps’xs> - (ps--l’xs—l\>

{Pgo1>%5-17 = (Pgupr¥gr) 2 (Ps—l’xi—l>_zps-2’x§—2>

{ppo®) = (Pps®y 2 (Pl’xi§ = {(Pys8 Y
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que, somadas membro a membro, proporciona:

<Ps’;{s> Z <Ps’xz>

Entao, de (17) e de P20, xz > 0
S .
0 > <Ps’xs S o200 , ou seja,
P, = 0 V s=1. Jk~1 e chegamos a uma contradicéo.

Logo, podemos concluir que:

(15), (16) e (17) p® < 0 , € redefinindo os

Piy 150,000,k (dividindo-os por -p®), reescrever a relacdo (1u)

na forma:
(19)  py(Xy,u) + <Pi+l’ii+1> - <Pivii\> >

2 pi(x5u5) + < Pit1o%i41 7 < Pi=xi> i=0,...,k-1
equivalente aquela, quando p° = -1

OBSERVACOES E EXEMALOS

1) A hipotese de b, - convexidade feita no 29 capitulo:

Dados:

u',u" ¢ Ui(x) » 0 <<l

Ju e v, 0 ¥



58

£, Go,ulrd) = Af (x,u') + (1-A)f, (x,u") e

£2(x,u()) < AES(x5ut) + (1-A)£5 (x,uM)

2

no caso an que fi(. ,=) OU equivalentemente wi(. »=), Sejam afins

na primeira variavel, € garantida pela concavidade de f‘;(, ye)

(concavidade de pi(. ye )

£2(x,Au " +(1-0)u") < A£F(x,u" )+ (1-0)£5 (x,u")

2) Em relagédo a representacdo de uma economia dada no segun

do exemplo no fim do 19 capitulo por intermédio de conjuntos

Q
(Weitzman {16'] ) , se considerarmos que ((“i’xi))izo,... X e
um programa viavel para Q = <Qi)i=0,...,k-1 quando
(xi,ai,xi+1) € Qi i=z0,...,k-1 > X =0
e admitirmos satisfeitas as hipoteses:
(20) Se (x,a,y) € Q; e x! 2 X entdao (x',a,y) € Q;
(21) (0,0,0) € Q
(22) Q4 € convexo
(23) s {0,...,k-1} 3 um programa ((a¥, x§))i=0’---,k viavel

para Q ocom xz > 0,
e para a configuragdo de producéo associada:

P, 8 Grw,(. »+) / Q; , definirmos a sequencia de funcdes
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por

p;(x,w) = {b,uy onde b=(1,0,...,0) ,

as condi ¢bes que garantema exi sténcia de precos de equilibrio for

te com p°=-1 (expressdo (19)), sdo todas verificadas.

As hipoteses (20) a (23) s&o conuns emeconom a e Sao

as nmesmas utilizadas por Witzman [18]

3 Qando, emuma configuracdo de producéo

P = 6Grw(.,.) /X , 0 conjunto X ¢é dado na forna:

X o {(x,u) : R(x,u) <0} , 0 teorema (4u4) do 29 capitulo

nos fornece nei os de determ nar 0s vetores po,...,pk(equagﬁes

(45), (u46), (47) do capitulo citado). Assim por exenplo, se

wilx,u) = (A+I)x + Bu
p(x,u) = (e,x) - {d,ud
-u
R(x,u) =
u - Dx

onde as matrizes D, a+I e B tém el enentos ndo- negat i vos, al ém de
as condigoes (5), (77, (8), (11), (12) s (15) R
(16) e (18) seremsatisfeitas, o que garante
a exi sténcia de precos de equilibrio forte e que p°=-1 , se utili

zarnos as equacbes (45), (46) e (47) do 29 capitul o, poderenos de-
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. . . PR . ®
termnar iterativanmente os pre¢os de equilibrio forte ¢,

_ T _ /T . _
Pi - (A +I)Pi+l + C D Bi l-O,u-‘,k 1
Pk =0
onde -
. 0 se ai >0
gl = T
* j j
ai se ai < 0
e
a. = d - BT .
1 Pit1

(#) A determ nagdo dos vetores Ds > i=0,...,k neste exenplo, u-

sando umoutro resultado foi feita por von Stockert [13].
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CAPITULO 1V

UTILIZACAO DAS CONDICOES NECESSARIAS DE OTl MALI DADE

NA DETERMINACA0 DE PROCESSOS OTl MBS

A forma emque as condi ¢des necessarias de otimalida
de obtidas anteriornente sdo utilizadas na determinagao de um pro-
cesso Qtino para uma configuracido de producdo e umcritério dados,
depende evi dentenente da particul ari dade do problenma. Para efeito
de ilustracdo, € resolvido emdetal he um problema de otimizacdo foL

mulado a partir de um modélo neo-classico de cresci nento econdmico.
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DEFINICAO DO PROBLEMA

Consideremos uma economia que produza un sé produto,
trigo por exemplo. Ha dois fatores de producdo, capital e trabalho.

Se sao respectivamente o estoque de capital e o trabalho

K. e L.
1 1
empregado no periodo (i ,i+l], entdo a taxa de producdo Q; no perio

do & dada pela funcdo de producao:

Qi = F(Ki’Li)

Parte da producdo & alocada para consumo, sendo c
i

a taxa de consumo por periodo, e o restante I, para investimento

an bens de capital. Assim,

Q; = C; + I, = (1 -s.0Q; + SiQi
onde
I;
Si = '6— € [0,1]

1
& a fracdo do produto que & poupada e investida no periodo.

Suponhamos que o estoque de capital se deprecia com
0 tempo na razdo & < 1. Entao 0 crescimento liquido do capital no

periodo e dado pela equacdo:

(1) Ki+l - Ki = -SKi + SiQi = _GKi + SiP(Ki,Li) Py
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além disso, que a forca de trabalho cresce a taxa cons

tante g > 0, isto é:

ou seja
= (1+8)L.
Liva .

Admitamos também que a funcdo de producgdo apresenta ren

dimentos constantes a escala:

F(AK,AL) = AF(K,L) Vas>o

Se definirmos as variaveis per capita,

F(K,1) , entao

e tomarmos F(k)

F(K,L) = LF(K/L,1) = Lf(k) , logo , 0 consumo per capita fica:

c, = (1 - 8 )f(k;)

Usando essas defini¢cdes e as equacgbes (1) e (2), & fa-

cil ver que kg satisfaz a equacdo a diferencas finitas:

k

i+l - kg = sif(ki) - wk; , onde
| 5+B .
T € f= 15
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Ainda, se bem que em cada periodo todo o produto possa
ser enderecado ao consumo, ha un limite maximo para a poupanca a ser
investida, limite esse que depende da intensidade de capital naque-

le instante. Isto &,
s; € [p,g(ki>]
onde

g : E, — (0,1)

Suponhamos finalmente que iniciando com ura intensida-

de de capital k, =8 , se deseje maximizar o consumo, isto &,

_1 T—l ¢
z c. = (1+B) izl (1-s;) f(k;)  onde T<=

Colocando na forma de un problema de controle Stimo,te
mos:

Dado o sistema

izoattn’T

k =8 , k,_ ¢ E s R(ki,si) <0 i=0,...,T=-1 .
Encontrar, se possivel, uma sequéncia (§o,...,§T_l) )

com trajetoria (EO,...,}ZT) correspondente, que maximize

T-1 A
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onde

R:Ex [ 0,1] — E° .+ (68 = (s-g(k),=8)

E facil verificar que o problema se refere a un sis-

tema definido no 192 capitulo, equivalente a configuracido de produ-

¢cao:
P = 6rw(.,.) onde w : {(x,u) : R(x,u) < 0} — E
w @ {({x,u) : R(x,u) < 0} — E

(x,u) > uf(x) - ux

APLICACAO DO TEOREMA (uuy ) DO 29 CAPITULO

Definamos a funcéo:

G : E+X[0,1] —> E2

sf(k) - uk
(k,s8)
(1-s)f(k)

Como essa fungdo é afim en s, e os conjuntos

UCk) = [o,gck)] ke¢E,

sdo convexos, entdo os conjuntos G(k,U(k)) sao convexos Kk E .
Se supusermos que F(.,.) (portanto f(.)) e g(.) sejam continuamen-
t e diferenciiveis, as hipdteses do referido teorema sdo todas satis

feitas e podemos aplica-lo. Suponhamos, entao, que (50,...,§T_1) e

uTRe sequéncia Otima de controles e (kK _,... ,RT) a correspondente tra
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jetoria. Logo, pelo teorema (4u4) do 29 capitulo, existem nimeros

o .
P sDysPysee e sPpsl oA siy , satisfazendo:

(3) pO,AO,Al >0
(u) nem todos sao nulos
afck.) af(k.) dg(k.)

(5) p.,q = p: = p(1l=-8,) —E —p, (B, —E = p) = A — T

i+l 1 i dk 1+1°°71 dk o] dk

1=0,...,T-1

(o] > -

(6) -p f(Ei) + Py fk) - A+ Ay = 0
i=0,...,T~1

(7) Pp = 0 e Py = My

n
o

(8) AO(si-g(Ei)) - Ay8; i=0,...,T-1
(9) para i=0,..s,k=-1

o - -
P (l—si)f(ki)+pi+1(sif(ki)-uEi)

(G}

e maximizado \v/ s; € [ O,g(}zi)] em

mas se pO 0 , de (5), temos:

dg(k.)
P = A ._..____].'__.
T-1 0 dk
e de (6)
AT Ay logode (8):
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Gomo g(k) > OV k ¢ E, A, = 0 Pr_; = O e sucessi-
vamente pp_, = 0 ...5p, = u, = 0, 0 que contrariaria (). Ent &o,
p° >0 e podenps reescrever, V¥ i = Q. ..,T-1:
af(k.) df(k.) dg(k.)
(10) P - p, = =(1-8,) —— ~ p. (8, —2 - )-r. — 1
i+l 1 1 dk 1+1774 dk ‘o) dk

(11) f(Ri) - pi+1f(Ri) + Ay - A =0

(12) AO<§i—g(Ri))— A = 0

151

(13) (l—si)f(ﬁi) + pi+l(sif(ﬁi) - uEi)

0

é maximizado Y 5; € [O,g(ﬁi)l em

ANALI SE QUALI TATI VA DAS POSSIVEIS SOLUCOES

Fagamos as seguintes hipoteses de uso corrente na econo

2
af i) o, d"f(k) 0 Y x € E

dk dic?

1im  4EGK) | dg (k)
k+0 dk dk
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Conmo por (13):

sif(ii)(pi+l—l) e maximizado em s., e f(k) > O Vo

g(ki) se  Pi,q 1
s; = 0 se Pisq 1
? 5 Pj41 ¢

Vanos anal i sar separadanmente 0s trés casos aci

Caso 1 : p;,; >1 , §i = g(ﬁi)

Entdao as equacdes dinam cas ficam

K. _
(1) i+l - Ri = g(Ei)f(Ei) - “Ei
- _ df (k) ~ df (k1) Aodg(ii)
Mas | evando (16) em (15), obtenos:
df(ki)
(17) Pi+1 - Pi = h(Ei) - - Pi+l(h(Ei)—u)
dk

onde

nto = go HEEL 4 £y g



(18)

(19)
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Entao as equacdes dindmicas podem ser escritas:

af(k;)
pi = —(;}—(——' - h(Ei) + Pi+1<h(ﬁi) - u + l)

=

Para analisar as solucOes desse sistema, facamos as

seguintes definicdes:

(20)

(21)

(22)

(23)

K € 0 ponto em que df o) u

dk

P é o ponto em que dfﬂik)— = h(X)

H e o ponto an que h(k) = n

XM & o ponto en que gU)F(k) = uk

As hipoteses feitas em relagaoc a g(.) e a f£(.) garan

tem a existéncia de todos esses pontos, assim como o fato de:

(24)

K < K

E importante notar que se Ky @ K, , entdo P = K=K, .

Observemos a forma das funcdes ilustradas na figura 1.
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F(k), F(k)glk) hik), df(k)
A i dk

dflk) _ _ plp—h(k))
\ak o M |

p >/

pp f——— -

e J
MK K
KH

FIGURA |
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Entao, qualquer que seja o valor de p.

i+l (pi+1 > 1),

existir; un ponto em que

df (k)

(25) o - h(k) = pi+l(u-h(k))

Nesse caso, Pii1 - P;

Alem disso; dependendo de f(.) e g(.),pode ocorrer um
dos casos:
(25) Ky = Kg < XKy

(26) K, < K < K

(27) K~ < K < K

(28) K., < K

IA
a

Nos casos (26) e (28) os pontos que satisfazem a e -
quagao (25) decrescem com o aumento de P;,1» €nquanto no caso (27)

se da o inverso.

Camo as solugoes da equacgdo (19) tem o comportamen-
to ilustrado na figura 2, onde o intervalo de tempo foi considerado
arbitrariamente pequeno para se obter curvas continuas, e an qual -
guer dos casos (25) a (28), da equacdo (18) concluimos que quando
k +o 5 P; <P;j,q , ja que u<l, e quando k=0> P; > P3,q5 O relacio

namento entre k. e p tem a forma ilustrada na figura 3.

i+1



FIGURA 2

Entao, qualitativamente, o relacionanento entre |

€ DP; pode apresentar duas caracteristicas diferentes,ilustradas
nas figuras 4 e 5.

As equacdes di nam cas ficam

(29) K.

I
~)
n
]
=
=1

e i _
(30)  Py4p ~ P; 7 =+ WPi.q T A

(31)  £(R) - py,

(32) - Aog(Ei) = 0
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KH= K@

FIGURA 3



FIGURA 4

FIGURA 5
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Cono g(k) > 0k, a_ = 0, logo, ficanos com

(e}

(33) k. - k. = -uk.

i+l 1 1
_ . _ df(k)
(34)  pjyp ~ Py = o MPisl

dando margem ao conportanento ilustrado na figura 6.
Caso 3 : Piyq ° 1 s; = ?

Vanos consi derar essa ocorréncia em pontos sucessi -

VOS, que sdo os de interesse: De (11), tenbs Ao = Ays € em(12):

- aglk;) = 0O ,o0queinplicaem A = O. Entao, em (9):
A af (k;) . df(k;)
0 = (§;-1) ——— -5, ( —= - )
dk dk
ouU sej a:
df (k.) . .
0= -~ —2L +u , isto e:
dk
df(k.)
(35) —2 =y
dk

Isto significaque ki = x, > logo, ki = K s

0 que na equagdo de k. . | eva a

§if(KG) = uKg , ou
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k

p

'"FIGURA 6
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Devenos notar que se KX, < K. , este caso ndo pode o

corres, pois

Kg

g(XK.,) > §. = p ———
G 1 £(Ky)

Mas entao

g(KIE(K,) > uKg , isto &, Ky > K

Esse conmportanento & ilustrado na figura 7.

Podenos agora reunir os diversos casos para obter a

sequéncia de control es (i nos.

HA duas situacdes basi canente distintas a serem ana-
| i sadas, dependendo das funcdes f(.) e g(.), relacionadas com os

casos 1 e 3

Quando K, < K

M

Antes de mai s nada, da condicao final (7), sabenos

que perto de T, p;,; < 1, | 0go estamos no caso 2

HA ent 40 duas possi bi | i dades:

ou (B):

B i2 €{l,...,T-1} > Pi2 > 1 R pi2 <1 e
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° A

FIGURA 7
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p; <1 par a i=12+2,...,T—1
Mas, se em iz*l estamos NO caso 2 (pi +1 < 1 e
) 2
Pi2 > 1, da equagao (34), tenos:
df(Riz)
-u = (1-pw)-1 > p. (1-p) - p. = -
12+1 1g dk

0 que inplica em Ei < K

" G

(Bi) se Ei c K , das equacbes (10), (11) e (12), con-

2 G
cluimos que P; _3>1 € estamos no caso 1, onde ficarenos até i =0 .
2

Emparticular, 6 < K, .

G
(B;.) se . = K entao D - =1 | ogo est a-
ii 1, G ° K 12+l P;o ’ g
mosS no caso 3 com s, O u g y »onde ficanmos até i=1 se
B
6 = Ky - Se o # Kg » havera um i, 2 . . I -1} tal que ou p;>1

para i=1,...,i;(caso 1) se 6 <K, ,ou p;, <1 para i=l,..,,i;

G

(caso 2) se 6 > KG .

Todas essas possi bilidades estéo el ustradas na figu-

Cono anteriornente, pertode T , < l(caso 2),

Pis
havendo as nesnas duas possi bilidades, (A) e (B) . Mas agora, tenos:



D.I |~ | - )./ i~
~ +&
‘.~ RHI.,Z
@ : &
@)
) 4
<
@)
~ ]
! l
_ ) o
I !
—y - - } —
Q, Q =~ LT — QX
NW
N
muu "~ )~ )~ /

CASO A

7

CASO 8ii

8

FIGURA
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iA

(B,) Se k., =K K, , das equagdes (10), (11) e (12),
i i, M G
concluimos que P; .1 1, | 0ogo estamos no caso 1 , onde fi carenos
2

até i=0. Emparticular, o < K

Esse conportanento € o nesno ilustrado na figura 8.

(B;,) Se Ky < Riz < Kg , entdo, cono em (B,), piz_1>1
mas poderd haver um i, {1,...,i,-2} tal que pi1< 1, pil+li 1 e
p, >1 para i=ij+2,...,i,-1 . Se isso acontece k> x, eesta

nmos no caso 2, onde ficarenbs até i=0(Vide Figura 3.

Essa possi bilidade esta ilustrada na figura 9.
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<@ ‘ S

(Kg 7 Km)

FIGURA 9

CASO 8ii
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CAPITULO V

CONCLUSOES E COMENTARIOS

A idéia de caracterizar problemas de otimizacao em e
conomia como problemas de controle Otimo relativos a sistemas, né&o
€ nova, e aparece com alguma frequéncia na literatura recente. Por
exemplo, Weitzman e Schmidt fzo] a apresentam, chegando a estabele-
cer un principio do maximo para processos econdmicos discretos, on-

de as decisdes n&o aparecem restringidas pelo estado *.

Entretanto, como jia foi observado no Capitulo I, a
caracteristica quase constante dos sistemas definidos a partir de es
truturas econdmicas, devido a complexidade destas, & justamente a
de haver uma intrinseca interdependencia entre as decis@es ou contro

|lese o estado do sistema.

Assim, o resultado apresentado no Capitulo II vem pos
sibilitar esse tipo de tratamento de problemas de otimizacao de pro
cessas econdmicos de uma forma mais realistica, aplicando-se também

a sistemas provenientes de modelos econdmicos mais complexos.

G vistas a un plano de pesquisas posteriores, acre

ditamos'promissor o emprego de uma técnica aniloga a usada na obten

(#) Os resultados obtidos pelos autores citados se aplicam a proces-
sos an un intervalo de tempo infinito, que nao sdo considerados

neste trabalho.
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cao do principio do méxi no di screto, para sistenas continuos no tem
po. Especificanmente: - a transfornmagdo do probl ena em um de progra
macdo matemdtica e subsequente utilizacdo de um teorema basico de
oti m zacdo.

| sso viria possibilitar o nesno tratanento para node-
| 0s continuos de producdo, e probl enas de progranmacdo continua a e-

| es associ ados.
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GLOSSARIO E STMBOLOS

I - Convencbes Gerais

" - Denota o espaco euclidiano dasn-uplas ordenadas de nime -
ros reais, que sao muitas vezes tratadas como matrizes co
lunas @m operagoes matriciais.

E - lIdentificamos com o conjunto gt de ndmeros reais.

Conmo norma de un vetor en E" , usamos a aplicacéo:

.01 : E® — E
ToIx, |
X = X.
i=1 %

Como produto interno de dois vetores de E", usamos a aplica-

cao:
<.,.> : E"xE — E
n
Goy) e ] xyy
i=1
IT - Simbolos e Abreviacdes
Ac B - A ¢& subconjunto de B
A X B - Produto carteziano de A por B
X € A - X pertence a A

A - aderéncia ou fecho do conjunto A
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¥ - tal que
Y - paratodo
f :A>B - f & umfuncdo de A an B que associa a cada xe A

X = f(x) un elementp f(x)¢ B
f(.) / X ocom XCA - restricao da funcéo f : A+ B ao con

junto X
f/X ¢+ X > B
x » f(x)

Gr £(.) /7 X 4 {(x,y) : xeX e y = f(x)} - grafico dares -

trigao da funcdo f : A » B ao conjunto X

= - implica en

PN
[l
AV

se e somente se
- donde

co A - envoltéria convexa de A
RC(z,Q) - cone radial

IC(z,9) - cone interno

T )

A" - matriz transposta

| |x]| - norma do vetor X

{ x,y> - produto interno de x por y
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IITI - Simbolos de Significacdo Especial

X =~ conjunto de estados

U - conjunto de controles ou decisdes

x; - estado do sistema dinamico no instante i
u; - controle do sistema no instante i

P - configuracdo de producéao

n . ~ ~ .
us< 0 - unvetor ueE' cujas componentes sdo todas ndo posi
tivas
U<O-umnvetor ue F' talque u<0 e u# 0

u<o0-unvetor ueE” cujas componentes sao todas negativas.
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APENDICE

(1) DEFINICAO

Uma funcdo f : X< E"xE™ — Y c E" , onde (0,0)¢ X

é dita afim , se e somente se:

(i) dados (xl,ul),(xz,uz) e X tais que

(xl,ul) + (x2,u2) e X ,

flxeh,uD) + (x2,u)) = fxbuD) + £(x2,u8) - £00,0)

(ii) dados (x,u) € X e 8 € E tal que
8(x,u) ¢ X ,

flo(x,u)) = 6f(x,u) + 6f(0,0)

(2) DEFINICAO

A envoltoria convexa de um conjunto finito de pontos

Xl,xz,...,XkE E" & o conjunto

denotado por: co {x1 ,xz, - ,xk}
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(3) DEFINICAQ

A envoltéria convexa de um conjunto Xc<E' & ain-

tersecdo de todos os conjuntos convexos que contém X. E denotada
por co X .
(4) PROPOSICAOQ:

A envoltdria convexa de um conjunto Xc " consis-

te de todas as combinagdes convexas finitas de X,isto e
k . k 1 i
co X ={x:x= )] wx , ) w =1,y >0 |,
z i=1
k inteiro positivo e x'e x

prova : [18] , pag. 44 .

(5) PROPOSICEO

Se X = (R,R+xT, R4x%,..., ®+xyc ED
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prova:
. o, S i 4
Se x € co X, entdo x = px + ) p(X+x") , onde
i=1
. ki
ut > 0 iz0,...,k e Ju =1. Logo:
i=0
_ K da K 54 oA < i _
X-_Z“X“,Z“X “X+_ZUX , logo, evidentemente:
1=5 i=1 1=1
K 1
Jow o<1
i=1
Por outro lado, se
- X 1.1 i X i -~ ~, .k
X = x + z pxT , w >0 , Z o<1 e X, XtX 7 5. ..,X+X € X,
i=1 i=1
entao:
SN PO S A0 S -V S DU |
X = ] WX+ ) owx = px+ ] uw(x+x") € co X
i=0 i=1 i=1
onde
k .
1
o= 1 - ] <j
i=1

(6) DEFINICAO

-

Seja ec¢ E'  arbitrario. Um conjunto S« " & di

to e-convexo ou convexo ha direcao e se V z'e co 8,3 z6 S ¥

z = z'+ Be , Be E , B

|v
(e}
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(7) DEFINICAQ

Un cone Cc E" & um conjunto tal que, se x¢ C ,

o€ E, a >0, ax € C .

(8) DEFINICAO

Um cone C com vértice x°e E" & um subconjunto

de E" , tal que:

c-1{x®} = {z:z+x°EC} sejaun Cone

(9) DEFINICAO

Un cone C & dito un cone convexo , se C & un con

junto convexo.

(10) PROPOSICAOQ

Um cone C & um cone convexo Se e somente se

xl+x2€ C sempre que X! ,xze C .

prova : {[1] pag. 241

(11) DEFINICAO

0 cone radial ao conjunto R no ponto z € R, denota

do por RC (z,2) é o conjunto de todos os vetores &z para 0os quais

existeum e > 0 , tal que:

(z + adz) e @ Vaé[O,e]
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(12) DEFINICAO

Um conjunto denotado por C(z,Q) FE' é dito uma.a=

proximacio conica de primeira espécie do conjunto £ Nno ponto

z¢ @, se for un cone convexo, e para toda colecéao {Gzl,...,az } de
vetores linearmente independentes em C(z,2) existir um e > 0, de-

pendendo talvez de z, 8295000582 tal que:

co {z,z+ebz ..,£+eazk} c

1

(13) DEFINICAO

Unm conjunto C(z,2) < E® & dito uma aproximacdo co-

nica de segunda espécie do conjunto @ no ponto ze 2 , se for

un cone convexo, e para toda colecao de vetores {Gzl,. .. ,SZk} line

armente independentes em C(z,R) existir un ¢ > 0, dependendo tal-

vez de 1z, 82y 5+ 82y , e uma funcdo continua:
£ : co {2,2+e&zl,...,2+sazk}—+ Q

tal que:

A

£E(z+8z) = z t az t 0(éz) , onde:

[[0¢sz) ]|

lim
| lsz]]+ 0 | |8z]]

(1) DEFINICAO

n. .k

Seja 2 = {z : q(z) <0} ,onde g : E+E° & uma
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funcdo continuamente diferenciavel. Para qualquer Z¢ 2, O cone in

ternoa © en 2z, denotado por IC(z,2) & 0 conjunto:

TC(3,0) = {6z : va (3),62 <0 1ie I(3) U {0}}

onde:

I(3) = {i€ {1,2,...,k} : ¢*(3) = 0}

(15) PROPOSICAO

Seja 2 c E® convexoe 2 ¢ 9. Entdo, RC(Z,0) &
uTra aproximacio conica de primeira espécie e
RC(z,0) = {8z : 6z = A(z-2), A > 0 , z¢ Q)

prova : [1] pag. 24

(16) PROPOSICAO

Uma transformacéo linear L : X = Y, onde Xc E" >

m

YC E é injetiva se e somente se tem urma inversa a esquerda.

prova:[lg] , pag. 52

(17) PROPOSICAO (Lema de Farkas)

Se {al,...,ak, b} & un conjunto finito de ", en-

dbxy 20, (a;i,x) <0 i=l,...,k , xe E' d4=D

K
3.1 Ke e, wP>0 d=1,...,k y b=)

prova : [1] pag. 250 .
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